Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Rotacional, Divergencia, Gradiente, Laplaciano

Rotacional, Divergencia, Gradiente, Laplaciano.

Definicién 1. Rotacional Supongamos un campo F : U C R? — R3, F(x,y,2) = (Fi(z,y, 2), Fao(,y, 2), F3(2,y, 2))
diferenciable definido en el conjunto abierto U de R3. Se define el rotacional de F en el punto p de U,
denotado por rot F(p), como

rot Pl = (5200 - G201 5000 - S0 G20 - )

Definicién 2. Gradiente Supongamos un campo escalar ¢ : U C R3 — R, que cumple que

dp  Op Oy

oz’ Oy’ Oz

ezisten y son continuas. Se define el vector gradiente de ¢ que se denota V ¢ como

_ (9¢ 9 Op
Vo= (am’ay’az)

Definicién 3. Divergencia Supongamos un campo F : U C R® — R3, F(z,y, 2) = (Fi(1,y, 2), Fa(2,9, 2), F3(2,9, 2))
diferenciable definido en el conjunto abierto U de R3. Se define la divergencia de F en el punto p de U,
denotado por div F(p), como

. OF; OF: OF:
div F(p) = szl(p) + 67;(1)) + Tj(p)

Definicién 4. Laplaciano Supongamos un campo F : U C R® — R3, es tal que
dp dp Op
F=Vp=|(—/—,—,—/
v <6$’ Ay’ 0z
con ¢ : U C R® — R, entonces
div F = div (V @)
_Pe Py P
S 0x2 0 Oy 022

a esta expresion se le conoce con el nombre de Laplaciano de ¢ se le denota como V2, es decir

Cuando V2o =0, Y(z,y,z) decimos que ¢ es armdnica
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Campos Solenoides I

El teorema de Stokes relaciona una integral de linea de un campo F sobre el borde de una superficie S,
con una integral de superficie sobre S del rotacional del campo F.

N

\L Superticie 5

Fr($) =y(t)

/>

Teorema de Stokes

ﬁr(S)F(y(t)) Y (6) dt = lf rotF-Nds

Si un campo G : R? — R3 es tal que
G=rot F

/[SG.N ds = //Srot F-Nds= /FT(S) F(y(t)Y (t) dt

Lo que querria decir esto, es que, para ciertos campos vectoriales G, la integral de superficie del campo
G, se reduce a una integral de linea de un campo F.

Reconstruccion de un campo vectorial a partir de su rotacional

Dado un campo vectorial G = Li + M7 + Nk ;hay un campo F = Pi+ Qj + Rk tal que rot F=G?

entonces se tendria

Teorema 1. Si G es un campo vectorial de clase c¢' definido en R? tal que div G = 0 entonces existe un
campo vectorial F de clase c' de modo que

rot F =G

Demostracion. Si F = Pi+ Qj + Rk yG=1Li+Mj+ Nk se tiene entonces

: j ki OR 0Q 0P OR 0Q 0P
rotF:VxF:ai 3@ ‘9—(——_>
T Yy 0z ) )
P O R dy 0z 0z Ox Ox Oy
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se debe cumplir

OR 0Q
oy 0z
oP OR
0z Ox
0Q 0P
or Oy

tomando P = 0 se tiene
OR 0Q

dy 9z
OR
Oz
0Q
Oz

=M

=N

Integrando la segunda expresién se tiene

R(z,y,2) :—/ M(t,y,2) dt + f(y,2)

R(z,y, 2 /Mty,

Integrando la tercera expresion se tiene

tomamos f(y,z) =0

Qla,y,2) = / N(t,y,2) dt + g(y, 2)

Sustituimos ambas expresiones en la ecuacion

OR 0Q

oy 0z

y obtenemos

0 (f f;o M(t,y, z) dt) 0 (f;o N(t,y,2) dt + g(y, z))

dy B 0z
8(—mety,z) dt) 8<f;ON(t,y,z) dt) g
= - —===1L
0z 0z
/ t Y, 2) dt) /m O(N(t,y,z) dt) g
= — B S S A R e A A
20 0z 0z
3N dg
¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IV 3



Unidad 4 Teoremas Integrales 4.1 Rotacional, Divergencia, Gradiente, Laplaciano

como div F' = 0 entonces
oL oM
— 4+ =+

LOM ON _ oL _ o 0N
or Oy 0z or Oy 0z

por lo tanto

rr OM ON g * (0L dg
/xo ( oy (t,y,2) oy (t,y,Z)) dt — o~ = /xo <8:z: (t,y7z)> dt — 5~
dg
= L(Iayaz)iL(x(hyvz)i Oz =L

esto quiere decir

_ 99 _
0z

9 z
= £ = _L(‘r07yvz) = g(yvz) = _/ L(xoayvu) du

20

—L(l’o,y72) 0

y asi tenemos que el campo F = Pi + Q}' + Rk dado por

P(z,y,2) =0
Qla,y, =) = / N(ty, ) di - / Lo,y ) du
xo Z0

R(’l},y,Z) = 7/ M(tvyaz) dt

es tal que
rot F =G
O
Ejemplo Sea G(x,y,z) = —2i + zyk. Hallar F tal que rot F=G
Solucién En este caso se tiene
G(x’ y? Z) = (_Z7 O’ ‘:Cy) = (L(x7 y’ Z)7M(x’ y? Z)’N(x7 y7 Z)) :> L(Z.? y’ Z) = —Z
G(x? y7 Z) = (_Z’ O) zy) = (L(x’ y? Z)’M(x? y7 Z)’N(m7y7 Z)) :> M(z7y7 Z) = 0
G(r,y,2) = (—2,0,zy) = (L(z,y,2), M(z,y,2), N(z,y,2)) = N(z,y,2) =wy
de esta manera
L(z,y,2) = —z = L(xo,y,u) = —u
M(z,y,2) =0 = M(t,y,2) =0
N(z,y,z) =2y = N(t,y,z) =ty
por lo tanto si g = 29 =0
P(z,y,2) =0
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2

T z 2 2 2
yt U YT z
Qx.y,2) /Oy /0 wdu="-[5 + 51§ =5+ 5

R(:c,y,z):f/ 0du=0
0

de esta manera

2
es tal que

i J k
rot F=V xF=|2 28% 2 2
0 £-+%5 0
(LD (w2 D (w2
0z \ 2 2 )7 70z \ 2 2

=(—z,0,:1cy)

= G(x,y,2)

Ejemplo Sea G(z,y,2) = 2i + j + 3k. Hallar F tal que rot F=G
Solucién En este caso se tiene
G($, Y, Z) = (27 1, 3) = (L(l‘? Y, Z), M(:]Z, Y, Z)v N(’JZ, Y, Z)) = L(‘T’ Y, Z) =2

G(z,y,2) = (2,1,3) = (L(x,y,2), M(z,y,2), N(z,y,2)) = M(z,y,2z)=1

G(x,y,z) = (27 173) (L(x,y,z),M(:U,y,z),N(x,y,z)) = N(‘Tayyz) =3
de esta manera

L(z,y,2z) =2 = L(0,y,u) =2
M(z,y,z) =1 = M(t,y,2z) =1

N(z,y,2)=3 = N(t,y,2) =3
por lo tanto si xg = 29 =0
P(z,y,2) =0

Q(m,y,z):/ 3dt—/ 2du=3t|§ —2t|§ =3z —2z
0 0

R(z,y,2) :—/ du = —x
0

de esta manera

es tal que
i J k
_ _ |8 p) o)
rotF—VxF_% e Fom
0 3z—-2y —x
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Oy 0z ' Ox oz
—(2,1,3)
= G(z,y,2)

B (8(—:10) 83z —22) 9(—z) 93z — 22)>

Definicién 5. Sea G : R3 — R® continua. Decimos que G es un campo solenoide si existe F' : R3 — R3
de clase C' tal que
G=rot F

Para un campo dado G : R® — R3 con div G = 0, hemos encontrado un campo F : R® — R3 tal que
rot F' = G, pero esta funcion F no es tnica. Si sumamos al campo F cualquier gradiente derivable con
continuidad V¢ obtenemos otra solucién ya que

rot (F+Vy¢)=rot F+rot Vo=rot F=G

puesto que rot (V) = 0.
Si H es otro campo tal que de rot H = GG entonces

rot H=rot F

= rot H—rot F =0
= rot(H—-F)=0
= H—-F=Vy, p.a Vo
= H=F+Vyp
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