Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de potencias y radio de convergencia.

Serie de Potencias '

Definicion 1. A una serie de la forma
(oo}
g an(x — )"
n=0

donde ay,as, ..., ay, ... son constantes y ¢ € R es fijo, se le llama serie de potencias alrededor de c.

Definicion 2. Cuando ¢ = 0, tenemos la serie de potencias

o0
E anpx"
n=0

y en este caso decimos que la serie de potencias es alrededor del origen.

Si consideramos las series de potencias como funciones de x podemos escribir
o0 (o)
fl@) =) an(@—o" 6 fl@)=) ana"
n=0 n=0

nos preguntamos entonces cual es el dominio de tales funciones, es decir para que valores de x la serie
dada converge.

Teorema 1. Si la serie de potencias
o0
Z an(z — )"
n=0

converge para algunos x1 # ¢, entonces converge absolutamente cuando |x — c| < |z — c|; esto es,
Ve (c—ec+e) donde e =|x; — ¢

Demostracion. Supongamos que la serie
o0
E an(xz —c)"
n=0

converge para algin z; # c. Sea € = |z1 — ¢| y elegimos z € (¢ —€,c+€).
Sabemos que a,(x; — ¢)™ — 0 por lo tanto la sucesion {a,(x1 —c)™} es acotada por lo que existe M > 0
tal que V n
lan(z1 — )" < M
= |ap||(z1 — )| < M

ahora bien si = € (¢ —€,c+ €), entonces |z — ¢| < e. Por lo que V n

n n n r—c "
|an(z — )" = |an||(z — )" = |an]|(z1 — )"
Ir1 —¢C
<m|E=° = Mr", donde r= i
xryp —¢C xr1 — ¢
¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IV 1



Unidad 5 Convergencia Uniforme 5.1 Series de potencias y radio de convergencia.

r—cC

< 1. Por lo que la serie

Como 0 < r < 1 entonces r = ‘
xr1 —C

i Mr™
n=0

es una serie geométrica convergente y por el criterio de comparacién la serie

D lan(e — )|
n=0

converge O

oo

Corolario 1. Si la serie de potencias Zan(x —¢)" no converge absolutamente para algin x; # c,

n=
entonces diverge cuando |r — ¢| > |x1 — c|; esto es, para toda x fuera del intervalo [c — ¢,c + €] ddnde
€= |x; —

oo

Demostracion. Supongamos que E an(z1 — ¢)™ no converge absolutamente, y |zo — ¢| > |z1 — ¢|. Si
n=0

oo (o)

E an (2 — ¢)™ convergiera entonces E an(x1 — )™ convergeria absolutamnete lo cual no puede ocurrir

n=0 n=0

O
o0

Corolario 2. FEl conjunto de puntos x para el cual una serie de potencias dada Z an(x — )" converge
n=0

es un intervalo no vacio centrado en c, es decir, debe ser uno de los siguientes {c}, R o un intervalo
(¢ = p,c+ p) con p > 0. La serie converge absolutamente en el interior del intervalo, pero puede o no
puede converger en los extremos

Demostracion. Sea
oo
A= {x ’ Z an(z — )" converge}
n=0

y supongamos que A # {c} y A # R. Entonces existe zop # c¢ tal que la serie dada diverge cuando
x = x( segun los resultados anteriores la serie diverge para todo x fuera del intervalo [c — €, ¢ + €], donde
€ = |zp — ¢|. Por tanto A C [c — €, ¢ + €] por lo que A es un conjnuto acotado de ahi el conjunto

B= {|x—c| ‘ Zan(m—c)" converge} ={lz—c||ze A}
n=0

es un conjunto acotado no vacio y por lo tanto, tiene una minima cota superior a la cual llamamos
p = sup B. Vamos a probar que

(c—p,c+p) CTAC[c—p,c+p)
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supongamos que = € (¢ — p,c + p). Entonces |x — ¢| < p = sup B asi que existe |1 — ¢| € B tal que
|z — ¢| < |x1 — ¢|. Esto es, existe z1 € A tal que

|z —¢| < |1 —¢]

y segun los resultados anteriores la serie converge absolutamente en x. Por lo tanto (¢ — p,c + p) C A.
Supongamos ahora que = € A. Entonces

(o)

Z an(z — )"

n=0

converge asi que |z — ¢| € B. Asi
|z —c| <supB=p

esto es
c—p<zx<c+p

es decir
z€fc—pctpl

por lo tanto
A C [C —p,C + p]

Definicion 3. Al conjunto de niumeros reales x para los cuales la serie de potencias

Z an(z — )"

converge, intervalos de convergencia de la serie.

Definicién 4. En la definicion anterior si el intervalo es acotado, llamamos al nimero p radio de
convergencia de la serie. Si la serie converge solamente en © = ¢ decimos que el radio de convergencia es
0, mientras que si la serie converge para todo nimero real, decimos que el radio de convergencia es +0oo

Lo primero que vamos a determinar cual es su dominio de convergencia.
Ejemplo Encontrar el intervalo de convergencia y el radio de convergencia de la serie de potencias
(oo}
z:@—@"
n 2"
n=0

Solucién En este caso usamos el criterio de la razon

_ n+1 n
I — lim (x—3) n 2
n—oo | (n+1) 27+ (x — 3)»
i n |xr—3
= lim PR
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Entonces la serie converge si L < 1 esto es la serie converge absolutamente si |z — 3| < 2 y diverge
si L > 1 esto es diverge si | — 3| > 2 por lo que la serie de potencias converge absolutamente en el
intervalo (1,5) y diverge fuera del intervalo [1, 5].

Vamos a ver los extremos en x = 1 se tiene

~ (1-3)" = (2" = (-1)"
nz_o(n2") :T;)(TLQZL :;(n)

la cual es la serie armoénica alternante que es convergente

en r = 5 se tiene
n 2" n:0n2” = n

n=0

la cual es la serie armoénica que es divergente, por lo tanto el intervalo de convergencia para la serie
de potencias dada es [1,5) y el radio de convergencia es 2

Ejemplo Encontrar el intervalo de convergencia y el radio de convergencia de la serie de potencias

> n2(z—3)"
3 (2n )

n=0

Soluciéon En este caso usamos el criterio de la razon

(n+1)%(z — 3)"* n? (xz — 3)"

L= lim i o

n—oo

2 _ n+lon _
~ lm (n+1)*(x—3)"2 _|z=3
n—00 n2(z — 3)n2ntl 2
|z —3

2

Entonces la serie converge si L < 1 esto es la serie converge absolutamente si |z — 3| < 2 y diverge
si L > 1 esto es diverge si |x — 3| > 2 por lo que la serie de potencias converge absolutamente en el
intervalo (1,5) y diverge fuera del intervalo [1, 5].

Vamos a ver los extremos en x = 1 se tiene

la cual divergente
en x = 5 se tiene

la cual divergente
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Ejemplo La serie

l+z+a?4+2°+ 42"+ converge si |z| <1
ya que si
1— gnt!
Sp=l4+z+a*+2°+ - +a"="—"—
1—2
entonces 1
17 n
lm S, = lfim —~
n—roo n—roo —x
1
Cl-=x

por lo tanto el intervalo de convergencia es x € (—1,1)

Ejemplo La serie

oo
Z nlz"™  converge si xr =0
n=0
Esto se puede determinar usando el criterio del cociente, tenemos que

1)+
lim (n+ 1" = lim (n+ 1)z la cual converge si =0

Ejemplo La serie

x’l’L
—  converge V zeR
n!

&S]
n=0

Esto se puede determinar usando el criterio del cociente, tenemos que

$n+1
lim (n:n Y lim =0<1 por tanto converge ¥ x € R
n—oo  =— n—oo N +

n!

Ejemplo Aplicando el criterio del cociente, indique el intervalo de convergencia para la serie

n

001_
2 o

n=0
Solucién Sea
xn
ap = 27
segun el criterio del cociente
n+1
X
. Ap41 . onTl 1, 1
lim = lim |“7—| = - lim |z = S|z|
n—oo | @ n—00 2 n—oo 2

Se tiene que
1
5|x|<1 & |z <2 & —2<x<2

por lo tanto el intervalo de convergencia es z € (—2,2)
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Ejemplo Aplicando el criterio del cociente, indique el intervalo de convergencia para la serie

4nn
n=1
Solucién Sea . .
)=
" 4nn,
segun el criterio del cociente
(_1)n+1(x_5)n+1 1
. Gnyr| o, 4T T (nF1) e E| 17 n — Jlp—
T | = A | e | = et (g 1>\ zle =9l
Se tiene que
1
Z|x—5|<1 & |lr-5<4 e 1<x<9
por lo tanto el intervalo de convergencia es z € (1,9)
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