Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

Plano Tangente y Vector Normal'

Definicién 1. Dada una superficie S = ¢(D) descrita por la funcion ¢ : D C R? — R3
¢(u,v) = ((u,v),y(u,v), 2(u, v))

de clase c' con (u,v) € D y dado un punto (ug,vo) € D definimos los vectores

%(anvo) = <%(onvo), Z—Z(uo,vo), %(Uo,vo))
%(Uovvo) = ( ))

( ()
0 U l\
w=

donde dichos vectores son tangentes a la superficie en el punto dado (o, yo,20) = ¢(uo, o)

0 0
Definicion 2. Sillamo T, = —d) yT, = —¢ al ser vectores linealmente independientes con ellos puedo
u

v

generar el vector T, X T, el cual es normal a la superficie en un punto dado.

y con estos elementos puedo determinar un plano tangente a una superficie dada en un punto dado.

D b
Fm (u, v9) X o (uo, )

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IV 1



Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

Definiciéon 3. Una superficie es suave si en cada punto de ella puedo definir un plano tangente, es decir
Una superficie es suave en ¢(ug,vo) si Ty, X T, # 0 en (ug,vo), y la superficie es suave si es suave en
todos los puntos ¢(ug,vg) € S

En caso de que T, x T, = 0 para algun o algunos puntos de una superficie, entonces ahi no se puede

definir un plano tangente.
Plano Tangente I

Si una superficie parametrizada ¢ : D C R? — R? es suave en ¢(ug, vp), esto es T, x T,, # 0 en (ug, vo)
definimos el plano tangente a la superficie en ¢(ug, vg) como el plano determinado por los vectores T,,, T,
asi n =T, x T, es normal a la superficie y una ecuacién del plano tangente esta dada por

(ér_xO?y_yO?Z_ZO) n=20
dond n se evalua en (ug,vo) y (%0, %0, 20) €s un punto sobre la superficie.

Ejemplo Sea ¢ : R? — R? dada por # = ucos(v), y = usin(v), z = u? + v?
a)¢Donde existe el plano tangente?
b)Halle el plano tengente para ¢(1,0)
Para a) tenemos que

T, = (cos(v), sin(v), 2u) T, = (—usin(v), u cos(v), 2v)

~ o~ o~

; 5 k
TuxTy,=1| cos(v) sin(v)  2u | = (2usin(v) — 2u? cos(v), —2v cos(v) — 2u? sin(v), u)
—usin(v) wcos(v) 2v

o Ty x T, # 0 para (u,v) # (0,0) .". para (u,v) # (0,0) 3 un plano tangente
Para b) tenemos que
#(1,0) = (1cos(0),1sin(0), 1% + 0%) = (1,0, 1) por otro lado T, x T, evaluados en (1,0,1) nos da
n = (2(0) sin(0) — 2(1)% cos(0), —2(0) cos(0) — 2(1)?sin(0),1) = (—2,0,1) .". una ecuacién del plano
tangente en (1,0,1) es:
(7270a 1) ’ (($7y72) - (1,0, 1)) = (72507 1) : (l‘ - l,y,Z - 1) = 72(11 - 1)(Z - 1)
= 224+24+2-1=0=>2=2x—-1

Ejemplo Supéngase que una superficie S es la grafica de una funcién diferenciable F : R? — R. una
forma parametrica de ella seria f(z,y) = (x,y, F(x,y)) por lo tanto

oF OF
Twz 17 y T T, = 7177
( ! 396) ! (0 53/)

Los cuales son siempre linealmente independientes, por lo tanto dado un punto (ug, vg) € S podemos
definir un plano tangente el cual tendria como vector normal

ig ok F OF
01 % y
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

por lo tanto una la ecuacién del plano tangente a la superficie S en un punto dado (xg, yo, F(x0, o))

es:
oF OF
(x —x0,y — Yo,2 — 20) - <_%’_8_y’1> =0

Ejemplo Vamos a considerar la superficie de un cono y en ella vamos a comprobar que no se puede
definir un plano tangente en el origen

Una ecuacién parametrica para un cono es ¢ = ucos(v), y = usin(v), z = u con u > 0, tenemos
entonces que
T, = (cos(v), sin(v), 1) T, = (—usin(v), ucos(v),0)
i ik
TuxT,=| cos(v) sin(v) 1 | = (—ucos(v), —usin(v),u)

—usin(v) wcos(v) 0
En nuestro ejemplo si (u,v) = (0,0) entonces T, x T,, = (0,0,0) por lo tanto en el origen de nuestra
superficie (cono) no se puede definir un plano tangente
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

Area de una Superficie Paramétrica'

Supéngase que una superficie S es la grafica de una funcién diferenciable ¢ : D C R? — R y sea

P={R;;|1<i<n, 1<j<m}

una particion de la regién D en rectangulos Rj; = [us, u; + Dy, ] X [v5, 05 + Ay)]

Cxip v 27)
V) @mm =
Au
D
(i v | Ryffdo] ————

v ==
UO -

1 1 1

1 1 1

é é - u y

Uy u; Uy

Sea R;; el rectangulo en D con vértices (u;,v;) (ui + Dy, v5), (s, vj + Dy;), (i 4 Dy, v5 + Ay,)
estos vértices bajo f caen en un rectangulo curvo
A(ui, vi), o(ui + Duyyvj), (Ui, v+ Ay,), dlug 4+ Dy, v+ Ay,)
si ¢ es suave entonces
(b(uz + Aui,vj) - (b(uzv vj) ~ Tu(uia ,Uj)A'Ufi
P(ug, v+ Dy;) — P(us, vj) = Ty (ug, vj) DNy,

por lo tanto el 4rea del paralelogramo generado por los vectores T, (us, vj) Ay, y Ty(us, v5)D\,; esta dada
por
([T (i 05) Dy X T (i 05) Doy || = 1T (s 07) X T (i, )| Dy Do,

.. Si consideramos la suma de todas las areas dada una particion de la superficie nos aproximaremos a
su area total, tenemos entonces que

n m

area(S) ~ ZZ 1T (ui, v5) X Ty (i, v5)]] D, Do,

i=1 j=1

Considerando una particién suficientemente grande tenemos que:

n m
rea($) = tim 33 [Tl vy) x s, 0))| Sy By = //D T x T du dv
’ i=1 j=1

Ejemplo Calcule el drea de la porcién del paraboloide z = z2 +y2 que esta comprendida entre los planos

z2=0,2=1
sol.-
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

La interseccion del paraboloide con el plano z = 0 es el punto (0,0) y con el plano z = 1 es la
circunferencia 2% 4 y? = 1 por lo que la regién limitada por la proyeccién de dicha circunferencia
sobre el plano XY es D = {(z,y) € R?|z? +y2 < 1}

Podemos entonces considerar la siguiente parametrizacién

r(z,y) = {z,y,2% + y°}

de esta manera S = r(D), siendo S la superficie descrita se tiene que

aor ar iJ ok
Te = 77 = (1,0,2‘77) Te = 75— = (0’ 172y) n(x,y) =Ty X Ty = 1 0 2z |= (—2.%, _Zyv]-)
ox oy 01 2

.. el area de la superficie sera

a(s)://DHrwxrde:cdy://D \/(—290)2+(—2y)2+1dxdy://D VA2 & 4y? + Ldzdy

1 p2r 1 5
2 2 |2
= /0 /0 V4r?2 + 1rdfdr = 27r/0 VA 1 irdr = =22 | Vudu="" [—ug ﬁ]

8 J, 3 |3
polares u=4r2+4+1
du=87
T2 5 2 T
=225 2| =2V -1
4[3 3] 5(6VE-1)

Area de una Superficie de Revolucién'

Para una superficie generada al girar una curva en el plano XZ alrededor del eje Z encontramos la
parametrizacién

¢(u,v) = (cos(u)a(v),sen(u)a(v), B(v))
donde u € [0,27], v € [a,b)].
Ahora quisieramos encontrar una férmula para calcular el area de estas superficies, para ello se tiene

_ 9

T =
T du
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

en este caso
T, = (—sen(u)a(v), cos(u)a(v),0)

Por otro lado 96
T’U = %
en este caso
T, = (cos(u)d’ (v),sen(u)a’ (v), 5 (v))

de manera que
s 5 ];;
Ty x Ty = det |—sen(u)a(v) cos(u)a(v) 0
cos(u)a’ (v sen(u)a’(v) f'(v)

— (cos(u)a(v)B (v), sen(u)a(v) B(v), —a(v)a’ (v))

Por tanto

1T x Tl = v/eos™(@)a2 (@)% + sen?(w)a2(0) F2(0) + a2 ()a(0)
= Ja(v)|V/B2() + a(v)

asi se tiene que
b 27
A(S) = / / la(v)|v/B2(0) + a2(0) du dv
a JO
b
= 27T/ |a(v)|\/B2(v) + &2(v) dv
Ejemplo Calcular el area del toro cuya parametrizacion es

d(u,v) = ((R+ rcos(v)) cos(u), (R + rcos(v)) sen(u), r sen(v))

Ejemplo En este caso

Ty = (—(R + rcos(v)) sen(u), (R + r cos(v)) cos(u), 0)

T, = (—rsen(v)) cos(u), —rsen(v) sen(u), r cos(v))
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.1 Vector Normal, Plano Tangente

de manera que

A~ ~

i J k
Ty x T, = det |—(R + rcos(v))sen(u) (R + rcos(v))cos(u) 0
(—rsen(v)) cos(u) —rsen(v) sen(u) r cos(v)

= (r(R + rcos(v)) cos(u) cos(v), r(R + r cos(v)) sen(u) cos(v), r(R + r cos(v)) sen(v))

Por tanto

| TuxT,|| = /(r(R + 7 cos(v)) cos(u) cos(v))2 + (r(R + rcos(v)) sen(u) cos(v))2 + (r(R + r cos(v)) sen(v))?

=r(R + rcos(v))

2pi 27
/ / r(R+ rcos(v)) du dv
o Jo

= 2r7r/0 (R + rcos(v)) dv

y el area sera

=2rm (Rv + rsen(v) ’3”)
=471*rR

Y con la férmula encontrada

b
27r/ la(v)|v/B%(v) + a2(v) dv

cona=0,b=2r a(v) =R+ rcos(v) y B(v) =rsen(v) se tiene que el area es

27r/ ' |R + 7 cos(v)|/72 cos2(v) + (r)2sen2(v) dv
0

27
= 27rr/ |R + 7 cos(v)| dv
0

2w
0

=27r (Rv + rsen(v)

= 47%Rr
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