Unidad 3 Integral de Superficie 3.3 Independencia de la Parametrizacion

Independencia de la parametrizacién

El area de una superficie es independiente de la parametrizacién de ésta

Definicién 1. Sea f: D C R? — R? con S = ¢(D) una superficie parametrizada , y sea ¢ : D — D una
funcion biyectiva definida en D C R? la cual es tipo I y II a la vez, de clase c'.
Decimos que la funcion

pop:DCR? - R?

es una reparametrizacion de S
Ejemplo Sea ¢ : [a/,b] x [¢/,d'] C R? — R? la funcién dada por

b—a d—c
(,O(S,t) = <bl_a/(3—a/)+a,dl_cl(t—cl)+c>

esta funcién manda el rectangulo [a’, '] x [¢/,d'] en el rectangulo [a,b] X [c,d] de manera biyectiva

A /Q"\‘ vV A
d d
t . Ce p' v . p= QO(PI)
/
¢ c
d s b s a u b u

La funcion g : ¢po ¢ : [a/, '] x [¢/,d’] — R? dada por

9(s.1) = (90 ¢)(s.1) = Blp(s, 1)) = 6 (b‘f —Os—a) b a S -d)+ )

tiene la misma imagen que ¢, es inyectiva de clase c!. Se trata entonces de una funcién que para-
metriza a la superficie S, es decir

S = ¢([a, b] x [e,d]) = g([a’, V] x [, d'])
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Unidad 3 Integral de Superficie 3.3 Independencia de la Parametrizacion

Si g(s,t) = (¢ op)(s,t) entonces g es una reparametrizacion de ¢

< Y

en tal caso se tiene que ¢(s,t) = (p1(s,t),¢2(s,t)) en donde u = ¢1(s,t) y v = pa(s,t) .". se tiene que
g/(svt) = ¢/(§0(37t)) ’ QD/(S,t) es decir

9 (5,1) = D) 92 (s, 1)+ £2(5,0)- O (s, 1)
©9(5,1) = Dhsst) - 92 (s, 1)+ 22(5,0)- O (s, 1)
29 (5,1)% 99 (5,1) = 25,1192 (ol 1)+ 225,115 (5, )) % 21 5,115 (5, ) 4 225, )5 (5, 1)
= (550 05,0 - Sh0) 520650) (Goleto ) % G 0(s.0) )
donde
%(s,t)x%(s,t):zvg (Fh(s)- L2(s.1) = Hh(s.) - £2(,)) = (s, )

(S2tots.0) x Fietenn) = N,

Ny = Jy(s,t)Ng(u,v)

a(s)://D||N¢(U,v)||dudv // INs(o(s, 1)) ”‘ 9017@2

.. el area de la superficie no depende de la parametrizacion

ul) @(s,
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Ejemplo Vamos a calcular el 4rea de la superficie z = 22 + y? sobre la region
D = {(z,y) e R?|z* +y* <1}

Para ello parametrizamos la superficie z = 22 4+ y? de la siguiente manera r(z,y) = (z,y, 2% + y?)
y por lo tanto

ik
? =(1,0,2x) ? =(0,1,2y) .. ? X ? =|1 0 2z |=(-2u,—2v,1)
x Y 9% o1 2y
.. el area es
ar  Or ol
— X —||dA = Vax? +4y? + Idudv = V4r? 4+ 1rdrdf
plldz 0Oy D ~ Jo Jo
Polares
1 27 5 1 27 2 3 5 1 27 2 3 T 3
- g/0 /1\/ﬂdud0:§/0 (§u2’0>d9:§/0 5(52—1)c19:€(52—1)

u=4r24+1  du=8r
r=0—u=1 r=1—u=>5

Ahora vamos a dar una reparametrizacion de D de la siguiente forma, proponemos
D = {(s,t) € R*|s? + t* < 1} de esta manera si

1
s2+t2§5:>2s2+2t251:»52+2st+t2+s2—25t+t2g1:>(s+t)2+(s—t)2g1

.. podemos tomar u = s+t y v = (s—t) y por tanto nuestra reparametrizacion quedaria

g(s,t) = (s +t,5 —t, 25> + 2t%)
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donde
ik
@=(1,1,45) @=(1,—1,4t) 99 99 _ 1 1 4s | = (4t +4s,4s —4t,—2)
Js ot O0s Ot
1 -1 4t
. el area es

99 . 991l 14 = // V(s +4t)% + (4s — 46)% + (—2)%dsdt = // 322 + 3252 + ddsdt
85 6t D D

/),

2m %
= 2/ / v/ 8r2 + 1rdrdf
~ o Jo

Polares

2 27 5 1 27 2§5 _1 27r2 s _7T s

u=8r2+1  du=16r
r=0—u=1 1':%ﬂu:5
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