Unidad 2. Niumeros Reales

2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Numeros Enteros Z '

Definicién 1. El conjunto de nimeros enteros de un campo ordenado F es el conjunto

Z={xeF|z€eN, ¢

—z€N 6 z=0}

Este conjunto consta de los ntimeros naturales, e incluimos sus inversos aditivos y el cero. Los elementos

no tienen un inverso multiplicativo, por lo que, Z no es un campo.

Vamos a comprobar que este conjunto es cerrado bajo la suma y la multiplicacion.

Cerradura de la suma en Z Sean z,y € Z. Tenemos los siguientes casos

1. Si z € Ny y € N entonces por la cerradura de N se tiene que z +y € Z

2. Siz € Ny y ¢ N entonces puede ocurrir alguna de las siguientes

a) —y € Ny —y < z lo cual implicaria que 0 < z +y € N

b) —y € Ny —y > x lo cual implicaria que 0 >z +y ¢ N

c) —y € Ny —y =z lo cual implicaria que 0 =z +y

En cualquier caso z +y € Z

3. Siz ¢ Nyy ¢ Nentonces —z € Ny —y € N. Por lo que —(2+y) € Nen cuyo caso (z+y) ¢ N

concluimos entonces que si z,y € Z entonces (x +y) € Z

Cerradura de la multiplicaciéin en Z Sean z,y € Z. Tenemos los siguientes casos

=W N =

concluimos entonces que si x,y € Z entonces (z-y) € Z

Definicién 2. Definimos a™, a #0, ¥ n € Z como:

.SizeNyy¢Nentonces z-y ¢ N
.Sizx¢Nyyé¢Nentonces z -y € N
.Siz=0yy=0entonces x-y =0

. Siz € Ny y e N entonces por la cerradura de N se tiene que -y € N
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Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Ejercicio Probar que con la definicién anterior V m,n € Z

1. a™a™ = a™t"

(ab)™ = a™b"
4. L =g
a

Solucién Tenemos que

La"m=gqg-a-a=(-a--a)a-a--a)=a"a™
n+m veces n veces  m veces
2. (@) =(a-a--a)y"=(a-a--a)-(a-a-a)--(a-a-a)=a-a-a=a""
n veces n veces n veces n veces n-m vVeces
m veces

3. (ab)" =ab-ab---ab=(a-a---a)-(b-b---b) = a"b"

n veces n veces n veces
n veces
n
a a/ . a .« .. a
4. = —
a™ a-a---a
——
m veces
Tenemos dos casos
a) sl m > m entonces
m veces nm—m veces
n e | e n—m veces
a a.a...aa.a...a
_ = =a-a---a
a™ a-a---q
——
m veces
b) si n < m entonces
n veces
a” a-a---a 1 1
— — — — a—(m—n) = q N = gn—m
am™ a-a---aa-a---a a-a---a qm—n
——
n veces Mm—mn veces n—m veces
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Numeros Racionales Q

Definicion 3. El conjunto de niimeros racionales de un campo ordenado F es el conjunto
Qz{xeF |3mmneZ tal que n#0 vy xzﬂ}
n

Es decir, los nimeros racionales de F son cocientes de enteros de F, cominmente llamados fracciones.
Una de las caracteristicas méas significativas de los nameros racionales de F es que forman un campo
dentro del campo F; es decir, un subcampo de F. Esto se resume en el siguiente teorema

Teorema 1. Para cualquier campo F con el subconjunto positivo P, el conjunto del conjunto Q de
elementos racionales de F es un campo ordenado relativo a las mismas operaciones + y - utilizadas en F
y el conjunto positivo P’ = PNQ (Q se llamard el subcampo racional de F)

Demostracion. Sea F un campo ordenado. Debemos mostrar que Q, con las mismas operaciones + y -
usadas en F y el P’ de positivos, satisface los axiomas (Ag) — (A4), (Mo) — (Ma) y (O1) — (O3)
!

m m
(Ao) Sean x,y € Q. Entonces existen m,n, m’,n’ € Z tal que n,n’ #0, x = — y y = —. Asi
n n

m m
THY=—+—
n n

m_n—l +m/ 'n/—l

=m-n"t14m -0t 1

m - n—l . (n/ . n/—l) =+ m/ . n/—l . (n X n—l)

=m-n'-(nt-n"H+m n-(n/tn7h
=m-n-(n-n)y P +m-n-(n-n)t
= (mn/ +m'n)-(n-n')"!
mn’ +m'n

n-n'

(A7) propiedad hereditaria de F
(Az) propiedad hereditaria de F
0
(As) se tiene que 0 € Q pues 0 = 1
(A4) Sea z € Q. Entonces existen m,n € Z tal que n #0y z = m y —x = -m
n n
/
(My) Sean z,y € Q. Entonces existen m,n,m’,n’ € Z tal que n,n’ #0, x = m yy= ﬁ, Asi
n n
m m
xT - y —_ . 7/
n on
_m_n—l.m/.n/—l
—m m/ (n—l n/—l)
=m-m'-(n-n)"!
_ mm/
o/
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M) propiedad hereditaria de F
Ms) propiedad hereditaria de F

(M)
(Mz) X
(M3) se tiene que 1 € mathbbQ pues 1 = 1
(My)

-1

My) Sea x € Q tal que = # 0. Entonces existen m,n € Z tal quen A0y z = m yr = n O
n m
Sean a, b, c € Q, entonces
Ap a+b € Q (Cerradura)
! ! li !
a= ™yl L oM i mn
n n' n n nn'
por las propiedades de los enteros
Ay a+b=">b+ a (Conmutatividad) es hereditaria de F
Ay a+ (b+¢) = (a+b) +ce Q (Asociatividad) es hereditaria de F
Az 30 € Q tal que a + 0 =0+ a = a (Neutro Aditivo)
1 .
o= 020 o 4p0-m 0 _mlEn 0 m_
n 1 n 1 n-1 n
Ay Dado a 3—a € Q tal que a + (—a) = 0 (Inverso Aditivo)
- - - 0
a=" p= T L =T omntEm) 0 g
n n n n nn nn

My a-b=abe Q (Cerradura)

a=—, b=— = ab= - = - €Q

m m m m  mm
n n

por las propiedades de los enteros

M ab=ba € Q (Conmutatividad) es hereditaria de F

M (ab)e = a(be) € Q (Asociatividad) es hereditaria de F

M3 31 € Q tal que al = 1la = 1 (Neutro Multiplicativo)

= a-1= =

m 1 _m-1_m
n 1 n-1 n
M, Dado a # 03a~! € Q tal que aa~! = a~'a = 1 (Inverso Multiplicativo)

b
Ve x:@7 JzleQ, z7'=- tal que z-z7'= =1
n a

Q|

a
.
Distrbutividad: a(b + ¢) = ab + ac es hereditaria de F

Orden.

01, O3 y O3 son hereditarias de F

En conclusiéon Q si es un campo ordenado.

Si un campo ordenado contiene un elemento que no es un nimero racional (segin nuestra definicion),
dicho elemento se llama elemento irracional de f.

Observacion Se tiene que N C Q y también Z C Q
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Comprobaremos que existen elementos en F, que no estan, en N, Z, Q
Teorema 2. No existe x € Q tal que 22 = 2

Demostracion. Por contradicciéon. Supongamos que 3 = € Q tal que 2 = 2. Entonces existen m,n € Z
m
talquen #0y x = —.

n
Sin perdida de generalidad supondremos que m y n no tienen factores en comun. Tenemos entonces

2
=2 = (@) =92 = m?=2n2
n

Al ser m? divisible entre 2 se tiene que existe k € Z tal que m = 2k. Por lo que
m?=2n% = (2k)* =202 = 4k* =22 = 2k* =n?

En la ultima igualdad observamos que n? es divisible por 2, por lo que, existe ¥’ € Z tal que n = 2k'.
Esto es tanto el numerador como el denominador son ambos divisibles por 2 (esto es una contradiccion).

Por lo tanto # z € Q tal que 22 = 2. O
En la prueba anterior usamos el lema
Lema 1. Sea n € Z. Sin? es divisible por 2, entonces n es divisible por 2

Demostracion. Sean € Z. Tal que n no es divisible por 2, esto implica que existe k € Z tal que n = 2k+1
y por tanto
n=2k+1 = n=4k+4k+1 = n?=202k* +k) +1

por lo tanto n? no es divisible por 2 O
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