Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Numeros Naturales N '

Definiciéon 1. Dado un campo ordenado F, y un subconjunto A C F se dice A es inductivo cuando
verifica las dos condiciones siguientes:

a)le A

b)VeeF, zeA=z+1€ A

Teorema 1. Si C es una coleccion de subconjuntos inductivos de F, entonces (| C es un conjunto inductivo

Demostracion. (i) Tenemos que Ve € C se tiene que 1 € ¢ pues ¢ es inductivo por lo tanto

1te(e
(ii) Supongamos que = € (€. Sea ¢ € C entonces z € ¢ como ¢ es inductivo z + 1 € ¢ por lo tanto es
cierto que

Veee, z+1e()€
O

Definicién 2. El conjunto de nimeros naturales de un campo ordenado F es la interseccion de todos los
subconjuntos inductivos de F
N=(e

donde C denota la coleccion de todos los subconjuntos inductivos de F, y a los elementos de N los llama-
mos numeros naturales

Obs. Los numeros naturales no satisfacen todas las propiedades que definen un campo, pero tienen pro-
piedades que se estudiaran.

Teorema 2. Fl conjunto de nimeros naturales es el mds pequeno subconjunto inductivo de un campo F,
en el sentido de que N es un conjunto inductivo y para todo subconjunto inductivo A C F se tiene N C A

Demostracion. Segun el teorema anterior N es un conjunto inductivo, ahora tomamos un C € S donde
S representa una coleccion de todos los subconjuntos inductivos de F. Se tiene entonces que (]S C € por
lo tanto N C € -

Teorema 3. Tenemos que

a) Todos los nimeros naturales de un campo F son positivos
b) El nuimero 1 es el mds pequenio de los nimeros naturales
c) VneN, sin>1, entoncesn—1€N

Demostracion. En este caso

a) Definimos el conjunto
A={z€F|z>0}

se tiene entonces que 1 € A pues 1 > 0. Y para = € A se tiene que
x>0 = zz+1>0

por tanto x € A = x+1 € A. De esta manera el conjunto A es un conjunto inductivo y por lo tanto
NcA
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b) Definimos el conjunto
A={zeF|z>1}

se tiene entonces que
1>1 = 1€4

Suponemos que z € A. Entonces > 1y por tanto x +1 > 1+ 1 > 1 es decir z + 1 > 1 por lo tanto
x + 1 € A. Concluimos entonces que

re€A = ax+1cA

.. A es un conjunto inductivo y como N C A entonces Vn € Nn > 1

c¢) Definimos el conjunto
A={neN|n>1 = n—-1eN}

se tiene entonces que
1€ A, pueslxl

Suponemos que x € A. Entonces z > 1 y por tanto x — 1 > 1 € N. Consideramos x + 1 tenemos
entonces
zeN, z>1, z+1>1y(z+1)—-1=z€N

por lo que
z+1>1 = (z+1)—-1=2z€N

Por tanto x +1 € A y A es un conjunto inductivo, de manera que, N € A. Esto es

VvneN, n>1 = n—-1€eN

O

Teorema 4. Principio de Induccion Matemdtica Dada una proposicion P. Se tiene que P es wdlida
V néeN si:

a) p(1) es verdadera

b)) VkeN, pk) = plk+1)

entonces Yn € N, p(n) es verdadera

Demostracion. Suponga que se tiene una proposicion P que satisface (1), (2). Sea
A={zeN|p(x) es verdadera}

(i) 1 € A por (1)
(ii) Suponemos que x € A. Entonces z € N y p(z) es verdadera, por (2) p(z + 1) es verdadera. Esto es
x + 1 € A. Por lo tanto se ha probado que

reA = ax+1ed

entonces A es un conjunto inductivo ... N C A. Esto es Vn € N, p(n) es verdadera O
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Teorema 5. Sea F un campo ordenado
a) Vm,n €N, sim<mn, entoncesn —m € N
b) VnEN, setiene pmcN, tal quen <m <n+1
Demostracion. Tenemos que
a) V n € N sea p(n) la proposicion
p(n): VmeN, m<n = m—neN
Se tiene entonces

a) p(1) es verdadera, pues A m € N tal que m < 1

b) Supongamos que p(k) es verdadera. Esto es m < k = k —m € N. Para probar p(k + 1),
supongamos m < k+1. Entonces m—1 < k y segun (2) k—(m—1) € N. Estoes, (k+1)—m € N.
Tenemos entonces

m<(k+1) = (k+1)—meN

Esto es, p(k + 1) es verdadero. Asi hemos probado que p(k) = p(k + 1). Por lo tanto por el
principio de induccién matematica, ¥V n € N, p(n) es verdadera.

b) Sea n € N. Supongamos, por contradicciéon, que existe m € N tal que n < m < n + 1. Sustraemos
entonces n de ambos miembros de la desigualdad y tenemos que

0O<m-—-n<l1

por (a) m —n € N. Pero tenemos una contradiccion pues A m € N tal que n < m <n +1

Teorema 6. En algin campo ordenado F
(a) N es cerrado bajo la suma

Demostracion. Sea n € N un elemento fijo, ¥V m € N sea p(m) la propiedad
p(n): n+meN

Tenemos entonces que

(1) Si n € N entonces al ser N inductivo se cumple (n + 1) € N por lo tanto p(1) es verdadera

(2) Supongamos que p(k) es verdadera, esto quiere decir que (n+ k) € N y al ser N inductivo se cumple
(n+k)+1 e Nesto es

p(k+1) es verdadera. Por lo tanto p(k) = p(k+1) y por el principio de induccién matematica V m € N
p(m) es verdadera por lo tanto V n,m € N se tiene (n+m) € N O

Teorema 7. En algin campo ordenado F, N es cerrado bajo la multiplicacion
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Demostracion. Sea n € N un elemento fijo, V m € N sea p(m) la propiedad
p(m):n-méeN

Tenemos entonces que

(1) Sin € N entonces al ser n =n-1 € N se tiene p(1) es verdadera

(2) Supongamos que p(k) es verdadera, esto quiere decir que (nk) € Ny si n € N se cumple (nk)+n € N
esto es

n(k+1) € N por tanto p(k+1) es verdadera. Por lo tanto p(k) = p(k+1) y por el principio de induccion
matematica V m € N p(m) es verdadera por lo tanto ¥ n,m € N se tiene (nm) € N O

Teorema 8. En algun campo ordenado F
(a) Los nimeros naturales no son cerrados bajo sustraccion y division

Demostracion. Sea n € N un elemento fijo y V m € N definimos la propiedad n — m € N.
Tenemos que para todo n,m € N se cumple solo una de las siguientes:
n<m, n=m, n>m

parael n =1y m =1 se tiene 1 — 1 € N lo cual no ocurre.
En el caso n < m se tendria n — m € N lo cual no ocurre.
Y en el caso de la divisiéon se tiene

1+2=1-2"1¢N

pues en N no hay inversos multiplicativos. O
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