Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Teorema 1. Principio de Induccion Matemdtica Sea F un campo ordenado. Supongamos que ¥V n € N,
p(n) es una proposicion acerca de n. Si

1. p(1) es wverdadera y
2.VkeN, pk) = pk+1)
entonces Yn € N, p(n) es verdadera

Demostracion. Suponga que se tiene una proposicion P que satisface (1), (2). Sea
A={zeN|p(x) es verdadera}

(i) 1 € A por (1)
(if) Suponemos que x € A. Entonces z € N y p(z) es verdadera, por (2) p(z + 1) es verdadera. Esto es
r + 1 € A. Por lo tanto se ha probado que

r€EA => x+1eA

entonces A es un conjunto inductivo ... N C A. Esto es Vn € N, p(n) es verdadera O

Definicion 1. Definimos a™, ¥V n € N como:
(1) a' =a
(2)VkeN, a*tl =aFa

Teorema 2. Fijando n € N yV m € N, consideramos la proposicion

Demostracion. Procediendo por induccién sobre m y fijando n € N tenemos que

1. p(1): a'a® =a-a" =a"™ = p(1) es verdadera

2. Suponemos para k € N que p(k) es verdadera esto es:

a partir de esto se tiene que

k. n n+k

a a =a =>CL]C

ana _ akJrna = akanJrl _ an+k+1 — ak+1+n

por lo tanto p(k) = p(k+ 1) por lo tanto p(n) es verdadera V n € N
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Teorema 3. V n,m € N a"b" = (ab)"™
Demostracion. Procediendo por induccién sobre m y fijando n € N tenemos que
(1) a'd* =ab= (ab)' = p(1) es verdadera
Suponemos para k € N que p(k) es verdadera esto es:
a*b* = (ab)*
a partir de esto se tiene que
a"t* = (ab)* = a*brab = (ab)ab = aFab®b = (ab)*T = TP = (ab)FT!
por lo tanto p(k) = p(k+ 1) por lo tanto p(n) es verdadera V n € N O
Teorema 4. Fijando n € N yV m € N, consideramos la proposicion
p(m): (a™)" =a™

Demostracion. Procediendo por induccién sobre m y fijando n € N tenemos que

1L p(1): (ah )" =a"=a'" = p(1) es verdadera
2. Suponemos para k € N que p(k) es verdadera esto es:
(@) = gk
a partir de esto se tiene que
(@) = (aFa) = (aF)ma™ = (aF™)a" = aF " = gD = g(ktD)n
por lo tanto p(k) = p(k+ 1) por lo tanto p(n) es verdadera V n € N
O

Teorema 5. Principio Alterno de Induccion Matemdtica Suponga que ¥ n € N, p(n) es una proposicion
verdadera acerca de n tal que

1. p(1) es verdadera

2.V keN, sip(m) es cierta para todo natural m < k en N entonces p(k) es verdadera.
Por lo tanto ¥V n € N, p(n) es verdadera

Demostracion. Supongamos que p(n) satisface las condiciones (1) y (2). Denotemos por ¢(1) a p(1), y
para k > 2 sea ¢(k) la que denota p(m) es cierta para todo natural m < k. Entonces,

(i) q(1) es verdadero

(1) VkeN, qk) m) es cierto ¥ m < k

= p(

= p(k) es cierta por (2)
= p(k)

= q(

k) es ciertaV m < k+1

k+1)
Por lo tanto por el principio de induccion, V n € N, ¢(n) es verdadera, se sigue entonces que V n € N,
p(n) es verdadera. O
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Teorema 6. Principio del Buen Orden Sea A un subconjunto no vacio de nimeros naturales, entonces
A tiene un elemento minimo.

Demostracion. Supongamos que A no tiene un elemento minimo. Sea B = N — A. tenemos entonces

(1) 1 € B puessi 1l e A, A tendria un elemento minimo.

(2) Si1,2,3,....,k ¢ A entonces k+ 1 ¢ A pues de otra forma k + 1 seria el elemento minimo de A.

Por lo tanto k + 1 € B y de esta manera B es inductivo y por tanto N C B y en consecuencia A = ) lo
cual es una contradiccion. O

Teorema 7. Principio de Induccion Completa Suponga que ng € N yVn € N, n > ng, p(n) es una
proposicion verdadera acerca de m si:

(1) p(ng) es verdadera

(2) ¥ k €N tal que k > ny p(k) = p(k+1) entonces V n > ng, p(n) es verdadera

Demostracion. Sea A el conjunto de nimeros naturales que contiene a ng, y contiene a k+ 1 siempre que
contiene a k.

ng —1+1

Sea B el conjunto de todos nimeros naturales ¢ tales que ng — 1 + £ esta en A. Entonces 1 esta en B y
{4+ 1 esta en B si ¢ esta en B, de modo que B es inductivo, por lo tanto contiene a todos los ntimeros
naturales, lo cual significa que A contiene todos los ntimeros natruales > ng O

Ejercicio Demuestre usando el pricipio de induccién completa que

2" >2n+1 V n>3

Solucién Dado que 22 =8 > 7 = 2(3) + 1 entonces p(3) es verdadera.
Supongo ahora p(k) esto es 2% > 2k + 1 y tenemos que

2k > 2k +1
2k > 9

} = 2P 4 2F Sk 142 = 2P S 2k 4+ 1)+ 1

esto es p(k) = p(k+ 1) para toda k > 3
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