Unidad 5. Continuidad Continuidad de funciones

Algebra de funciones continuas I

Teorema 1. Supongamos que f y g son funciones continuas en un punto xro. Entonces

a) c- f es continua en xgy
b) f+ g es continua en g
c) f— g es continua en g

d) f-g es continua en xq

1
e) — es continua en xqy si g(xg) # 0
g

f) / es continua en xo si g(xg) # 0
g

Demostracion. a) Como f es continua en xq se tiene

lim ¢ f(z) =c- Um f(z) =c- f(x0)

Tr—xo Tr—xo
b) Como f y g son funciones continuas en xg se tiene

lm (f+g) (z) = Jim f(x) +g(x) = Jim f(z) + lim g(x) = f(xo) + g(z0) = (f + 9) (z0)

T—T0 T—To
c) Como f y ¢ son funciones continuas en xg se tiene

m (f —g) (z) = lm f(z) —g(x) = lim f(z) - lm g(z) = f(zo) — g(x0) = (f — g) (o)

Tr—x0 T—xTo T—xTQ Tr—x0

d) Como f y g son funciones continuas en x se tiene

lim (f-g)(z) = lm f(z)-g(z) = Um f(z)- UIm g(z) = f(zo) - g(xo) = (f - 9) (o)

Tr—rxo T—xT0 Tr—x0 T—xT0

e) Como ¢ es continua en g y g(xg) # 0 se tiene

, 1 , 1 limg_yq, 1 1 1
lim (- ) (z) = lim = — = == (x0)
z=wo \ g e=eo g(z)  Umaqe, g(x)  g(wo)  \g
f) Como f y g son funciones continuas en xo y g(zo) # 0 se tiene

. (f) ) — i 1) Mman @) flro) (g) o)

e=wo \ g eozo g(z)  Umg_e, g(x)  g(z0)

O
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Unidad 5. Continuidad Continuidad de funciones

Teorema 2. Supongamos que [ es continua en g, y g continua en f(xo) entonces f o g es

continua en xg.
o N\
« .

)

D)
-‘\ . /-'

flxg) = n/l

=

Demostracion. Supongamos que f es continua en xg, y g continua en f(x). Sea € > 0 como g es continua
en f(xo), paraestee 3 § >0 tal que Vy € D(g)

ly—f(@o)l <o = |g(y) —g(f(z0))l <e (1)
Si f es continua en xg, 36" > 0 5 Va € D(go f)

[z — x| <& = [f(x) = flzo)| <
= g9(f(x)) —g(f(z0))| <
= (g ) = (go f)(wo)l <e

fog es continua en xg. O

Ejercicio Suponga que lim f(z) =yo y g es continua en yg entonces
Tr—xQ

T—xQ T—>To

lim g(f(z)) =g ( lim f(w)> = 9(yo)

Demostracion. Supongamos que lim f(x) =yo € D(g), y g es continua en yy. Sea € > 0. Como g es
Tr—x0

continua en yg, 36 >0 » Vy € D(g)

ly —yol <6 = |g(y) —g(yo)| < e

Como lim f(x) =1y, 36’ >0 > V2 € D(go f)

r—rTo

0 < lz—m] < & = |f(x)—yo| < ¢
= lg(f(2)) = g(yo)| < e

Por lo tanto

i o(7(0) = atow) = ( Jim )

Tr—xQ T—To
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Ejercicio Demostrar que si lﬁf f(x) =yo y g es continua en yg entonces
xr—r+00

lim g(f(z)) = 9(yo) = g ( i/ “”))

T——+00 T—>+00

Demostracion. g continua en yy quiere decir
Ve>0 36 > 0, tal que [y—yo| < 6 = lg(y) —g(wo)l < ¢ (1)

lim f(z) = yo quiere decir
r—+00

Ve >0 IN >0, >VeeD(f),z > N = |f(x)—y| < €

en esta ultima desigualdad consideramos € = § por lo que
N>0, = [f(z) =yl <d = l9(f(x)) —g(yo)| <e€
1)
por lo tanto

lim_g(f(x)) = g(yo) = g Jim /()

Tr——+00
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