
Unidad 5. Continuidad Continuidad de funciones

Álgebra de funciones continuas

Teorema 1. Supongamos que f y g son funciones continuas en un punto x0. Entonces

a) c · f es continua en x0

b) f + g es continua en x0

c) f − g es continua en x0

d) f · g es continua en x0

e)
1

g
es continua en x0 si g(x0) 6= 0

f)
f

g
es continua en x0 si g(x0) 6= 0

Demostración. a) Como f es continua en x0 se tiene

ĺım
x→x0

c · f(x) = c · ĺım
x→x0

f(x) = c · f(x0)

b) Como f y g son funciones continuas en x0 se tiene

ĺım
x→x0

(f + g) (x) = ĺım
x→x0

f(x) + g(x) = ĺım
x→x0

f(x) + ĺım
x→x0

g(x) = f(x0) + g(x0) = (f + g) (x0)

c) Como f y g son funciones continuas en x0 se tiene

ĺım
x→x0

(f − g) (x) = ĺım
x→x0

f(x)− g(x) = ĺım
x→x0

f(x)− ĺım
x→x0

g(x) = f(x0)− g(x0) = (f − g) (x0)

d) Como f y g son funciones continuas en x0 se tiene

ĺım
x→x0

(f · g) (x) = ĺım
x→x0

f(x) · g(x) = ĺım
x→x0

f(x) · ĺım
x→x0

g(x) = f(x0) · g(x0) = (f · g) (x0)

e) Como g es continua en x0 y g(x0) 6= 0 se tiene

ĺım
x→x0

(
1

g

)
(x) = ĺım

x→x0

1

g(x)
=

ĺımx→x0
1

ĺımx→x0
g(x)

=
1

g(x0)
=

(
1

g

)
(x0)

f) Como f y g son funciones continuas en x0 y g(x0) 6= 0 se tiene

ĺım
x→x0

(
f

g

)
(x) = ĺım

x→x0

f(x)

g(x)
=

ĺımx→x0
f(x)

ĺımx→x0 g(x)
=
f(x0)

g(x0)
=

(
f

g

)
(x0)
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Teorema 2. Supongamos que f es continua en x0, y g continua en f(x0) entonces f ◦ g es
continua en x0.

Demostración. Supongamos que f es continua en x0, y g continua en f(x0). Sea ε > 0 como g es continua
en f(x0), para este ε ∃ δ > 0 tal que ∀ y ∈ D(g)

|y − f(x0)| < δ ⇒ |g(y)− g(f(x0))| < ε (1)

Si f es continua en x0, ∃ δ′ > 0 � ∀ x ∈ D(g ◦ f)

|x− x0| < δ′ ⇒ |f(x)− f(x0)| < δ

⇒ |g(f(x))− g(f(x0))| < ε

⇒ |(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(x0)| < ε

∴ fog es continua en x0.

Ejercicio Suponga que ĺım
x→x0

f(x) = y0 y g es continua en y0 entonces

ĺım
x→x0

g(f(x)) = g

(
ĺım

x→x0

f(x)

)
= g(y0)

Demostración. Supongamos que ĺım
x→x0

f(x) = y0 ∈ D(g), y g es continua en y0. Sea ε > 0. Como g es

continua en y0, ∃ δ > 0 � ∀ y ∈ D(g)

|y − y0| < δ ⇒ |g(y)− g(y0)| < ε

Como ĺım
x→x0

f(x) = y0, ∃ δ′ > 0 � ∀ x ∈ D(g ◦ f)

0 < |x− x0| < δ′ ⇒ |f(x)− y0| < δ

⇒ |g(f(x))− g(y0)| < ε

Por lo tanto

ĺım
x→x0

g(f(x)) = g(y0) = g

(
ĺım

x→x0

f(x)

)

Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
2



Unidad 5. Continuidad Continuidad de funciones

Ejercicio Demostrar que si ĺım
x→+∞

f(x) = y0 y g es continua en y0 entonces

ĺım
x→+∞

g(f(x)) = g(y0) = g

(
ĺım

x→+∞
f(x)

)

Demostración. g continua en y0 quiere decir

∀ ε > 0 ∃ δ > 0, tal que |y − y0| < δ ⇒ |g(y)− g(y0)| < ε (1)

ĺım
x→+∞

f(x) = y0 quiere decir

∀ ε > 0 ∃ N > 0, � ∀ x ∈ D(f), x > N ⇒ |f(x)− y0| < ε

en esta última desigualdad consideramos ε = δ por lo que

N > 0, ⇒ |f(x)− y0| < δ ⇒︸︷︷︸
(1)

|g(f(x))− g(y0)| < ε

por lo tanto

ĺım
x→+∞

g(f(x)) = g(y0) = g
(

ĺım
x→∞

f(x)
)
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