Funciones Limite de una Sucesion

Criterios basicos de convergencia de sucesiones I

Definicién 1. (Sucesion Acotada) Una sucesion numerica {x,}nc n se denomina acotada si el conjunto
de los terminos de la sucesion {x, | n € N} en un conjunto acotado. Hay dos formas equivalentes de
decir que {x,} estd acotado:

1. 3a,0eR 5VneN a<z,<b.

2.3e>0 > neN, |z,| <M.

Ejemplo Probar que la sucesién de término general

es acotada

1 n
Demostracion. Para el término <1 + ) . Usamos la expresion del binomio de Newton
n

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)" = <O)a —|—<1>a b—|—<2)a b° + —|—<n_1)ab +(n>b

Usando el desarrorollo del binomio se tiene
n 2 3 n

1 1 -1 1 -1 -2 1 1
1+ — =14+n|(—- +M _ +M — 4+ =
n n 2 n 2-3 n n

- n 2n n 2:3n n n 2:3--n

1 1 1 1 2 1 1
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Tenemos entonces que
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por lo que
xn—<1+1>
n
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por lo tanto la sucesién es acotada por 3 O

1
2n—1
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Ejemplo Probar que la sucesién de término general

es acotada

Demostracion. En este caso observamos que

(+3) = (=g)

()]
)]

La ultima igualdad haciendo el cambio de variable m = —. De manera que
2\" 1) ? 1) ?
NGRS
n 2 2
1\" 1\"
[0 n) )
m m

< 3-3=9
La dltima desigualdad por el ejemplo anterior cada término del producto es acotado por 3, por lo
tanto la sucesién es acotada por 9 O
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Ejemplo Consideremos la sucesion {z,} definida de la siguiente manera
r1=1y VneN, 2,41 =Vz,+1
Pruebe que la sucesiéon {x, } esta acotada por 2.

Solucion Procedemos por inducciéon matemaética

1. Paran =1setiene x;1 =1 <2
2. Suponemos zp < 2

3. Tenemos que

T <2 = 2 +1<3

= Var+1<V3

= Tpy1 <2

Por el principio de induccién matematica se tiene que V n € N se cumple z,, < 2. Por lo tanto la
sucesion esta acotada por 2

Definicién 2. (Sucesion Monotona) Una sucesion numerica {x,}nec N se dice que es
a) (Monotona Creciente) Si¥ n € N se cumple x,, < Tpi1

b) (Monotona Decreciente) Si¥V n € N se cumple x, > piq

¢) (Monotona Estrictamente Creciente) SiV n € N se cumple x, < Zpi1

d) (Monotona Estrictamente Decreciente)SiV n € N se cumple x, > Tpy1

Ejemplo Probar que la sucesion {z,} de término general
1 n
Ty = (1 + )
n

Solucién Usando el desarrorollo del binomio se tiene

e () e () D D0 D D) o)

es monotona creciente

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
3



Funciones Limite de una Sucesion

Vamos a comparar los términos z; y xj11, tenemos entonces que

(1)
g (b (D D b (DD D ()

Por otro lado

1 k+1
Tkl = (1 * k+1>

o242 (1 ) P T Y R Y A L
] k+1 (k+1)! k+1 k+1 k+1 k+1

1 n+1
Tenga en cuenta que en la expansién anterior de (1 + ﬁ) tenemos que
n

1) Todos los términos son positivos;

11) Cada uno de los primeros n términos es mayor que el término correspondiente en la expansion
1 n
de (1 + —> ;
n
1 n
1) Hay un término mas que en la expansion de (1 + —) ;
n

Al poner (i) — (¢i7) juntos, vemos que

1 n 1 n+1
(1) <o)

Por lo tanto la sucesion {x,} es monotona estrictamente creciente.
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2 n
Ejemplo Pruebe que la sucesion {x, } de término general <1 + > es estrictamente creciente.
n

Solucién En este caso

2 n
Ty = (1—!—)
n

2\" 2\" , n . n -,
1+ — {14+ — (haczendo — = m pues st — — 00 tambzenm—>oo)
m m 2 2
2

m+1 9 m—+1
< (1 + ) . (1 + ) ejercicio anterior
m+1

n+1 n+1

1 2 1\ 2 1
1+ n+1> . <1 + n+1> <haciendo m+1= % pues si (m+ 1) — oo también nt

)
— OO

= Tpit1
Por lo tanto la sucesién es estrictamente creciente.
Ejemplo Pruebe que la sucesion {z,} dada por
r1=1y VneN, z,01 =Va,+1
es creciente
Solucién Procedemos por inducciéon matematica,

1.z =1yze=+1+1=+2porlo que z; < 5.
2. Suponemos que g < Tpi1
3. Tenemos que
T S Tpp1 = 2+ 1< 2pq1 +1

= Vap + 1< ap +1
= Tpyl < Tig2

Por el principio de induccién matematica V n € N se cumple z, < x,41 y por lo tanto la
sucesion es creciente.
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