
Funciones Limite de una Sucesion

Criterios básicos de convergencia de sucesiones

De�nición 1. (Sucesión Acotada) Una sucesión numerica {xn}n∈ N se denomina acotada si el conjunto
de los terminos de la sucesión {xn | n ∈ N} en un conjunto acotado. Hay dos formas equivalentes de
decir que {xn} está acotado:

1. ∃ a, b ∈ R � ∀ n ∈ N, a ≤ xn ≤ b .

2. ∃ ε > 0 � n ∈ N, |xn| ≤M .

Ejemplo Probar que la sucesión de término general

xn =

(
1 +

1

n

)n

es acotada

Demostración. Para el término

(
1 +

1

n

)n

. Usamos la expresión del binomio de Newton

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn

donde (
n

m

)
=

n!

m! (n−m)!

Usando el desarrorollo del binomio se tiene(
1 +

1

n

)n

= 1 + n

(
1

n

)
+
n(n− 1)

2

(
1

n

)2

+
n(n− 1)(n− 2)

2 · 3

(
1

n

)3

+ · · ·+
(

1

n

)n

= 1 + n

(
1

n

)
+

1

2

n

n

(
n− 1

n

)
+

1

2 · 3
n

n

n− 1

n

n− 2

n
+ · · ·+ 1

2 · 3 · · ·n

[
n

n

n− 1

n

n− 2

n
· · · 1

n

]
= 1 + 1 +

1

2

(
1− 1

n

)
+

1

2 · 3

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · · 1

n!

[(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)]
= 1 + 1 +

1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

[(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)]
Tenemos entonces que

xn =

(
1 +

1

n

)n

= 2+
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+· · ·+ 1

n!

[(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)]
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por lo que

xn =

(
1 +

1

n

)n

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ · · ·+ 1

n!

[(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)]
≤ 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!

< 1 + 1 +
1

2
+

1

2 · 2
+

1

2 · 2 · 2
+ · · ·+ 1

2n−1

= 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n−1

< 1 +

(
1

1− 1
2

)
= 3

por lo tanto la sucesión es acotada por 3

Ejemplo Probar que la sucesión de término general

xn =

(
1 +

2

n

)n

es acotada

Demostración. En este caso observamos que(
1 +

2

n

)n

=

(
1 +

1
n
2

) 2n
2

=

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]2

=

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]
·

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]

=

[(
1 +

1

m

)m]
·
[(

1 +
1

m

)m]
La última igualdad haciendo el cambio de variable m =

n

2
. De manera que(

1 +
2

n

)n

=

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]
·

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]

=

[(
1 +

1

m

)m]
·
[(

1 +
1

m

)m]
< 3 · 3 = 9

La última desigualdad por el ejemplo anterior cada término del producto es acotado por 3, por lo
tanto la sucesión es acotada por 9
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Ejemplo Consideremos la sucesión {xn} de�nida de la siguiente manera

x1 = 1 y ∀ n ∈ N, xn+1 =
√
xn + 1

Pruebe que la sucesión {xn} esta acotada por 2.

Solución Procedemos por inducción matemática

1. Para n = 1 se tiene x1 = 1 ≤ 2

2. Suponemos xk ≤ 2

3. Tenemos que

xk ≤ 2 ⇒ xk + 1 ≤ 3

⇒
√
xk + 1 ≤

√
3

⇒ xk+1 ≤ 2

Por el principio de inducción matemática se tiene que ∀ n ∈ N se cumple xn ≤ 2. Por lo tanto la
sucesión esta acotada por 2

De�nición 2. (Sucesión Monotona) Una sucesión numerica {xn}n∈ N se dice que es

a) (Monotona Creciente) Si ∀ n ∈ N se cumple xn ≤ xn+1

b) (Monotona Decreciente) Si ∀ n ∈ N se cumple xn ≥ xn+1

c) (Monotona Estrictamente Creciente) Si ∀ n ∈ N se cumple xn < xn+1

d) (Monotona Estrictamente Decreciente)Si ∀ n ∈ N se cumple xn > xn+1

Ejemplo Probar que la sucesión {xn} de término general

xn =

(
1 +

1

n

)n

es monotona creciente

Solución Usando el desarrorollo del binomio se tiene

xn =

(
1 +

1

n

)n

= 2+
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+· · ·+ 1

n!

[(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)]
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Vamos a comparar los términos xk y xk+1, tenemos entonces que

xk =

(
1 +

1

k

)k

= 2 +
1

2!

(
1− 1

k

)
+

1

3!

(
1− 1

k

)(
1− 2

k

)
+ ...+

1

k!

(
1− 1

k

)(
1− 2

k

)(
1− 3

k

)
· · ·
(

1− k − 1

k

)
Por otro lado

xn+1 =

(
1 +

1

k + 1

)k+1

= 2 +
1

2!

(
1− 1

k + 1

)
+ · · ·+ 1

(k + 1)!

(
1− 1

k + 1

)(
1− 2

k + 1

)(
1− 3

k + 1

)
· · ·
(

1− k

k + 1

)

Tenga en cuenta que en la expansión anterior de

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

tenemos que

i) Todos los términos son positivos;

ii) Cada uno de los primeros n términos es mayor que el término correspondiente en la expansión

de

(
1 +

1

n

)n

;

iii) Hay un término más que en la expansión de

(
1 +

1

n

)n

;

Al poner (i)− (iii) juntos, vemos que

xn =

(
1 +

1

n

)n

<

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

= xn+1

Por lo tanto la sucesión {xn} es monotona estrictamente creciente.
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Ejemplo Pruebe que la sucesión {xn} de término general

(
1 +

2

n

)n

es estrictamente creciente.

Solución En este caso

xn =

(
1 +

2

n

)n

=

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]2

=

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]
·

[(
1 +

1
n
2

)n
2

]

=

(
1 +

2

m

)m

·
(

1 +
2

m

)m (
haciendo

n

2
= m pues si

n

2
→∞ también m→∞

)
<

(
1 +

2

m+ 1

)m+1

·
(

1 +
2

m+ 1

)m+1

ejercicio anterior

=

(
1 +

1
n+1
2

)n+1
2

·
(

1 +
1

n+1
2

)n+1
2

(
haciendo m+ 1 =

n+ 1

2
pues si (m+ 1)→∞ también

n+ 1

2
→∞

)

=

[(
1 +

1
n+1
2

)n+1
2

]2

=

(
1 +

2

n+ 1

)n+1

= xn+1

Por lo tanto la sucesión es estrictamente creciente.

Ejemplo Pruebe que la sucesión {xn} dada por

x1 = 1 y ∀ n ∈ N, xn+1 =
√
xn + 1

es creciente

Solución Procedemos por inducción matemática

1. x1 = 1 y x2 =
√

1 + 1 =
√

2 por lo que x1 ≤ x2.
2. Suponemos que xk ≤ xk+1

3. Tenemos que

xk ≤ xk+1 ⇒ xk + 1 ≤ xk+1 + 1

⇒
√
xk + 1 ≤

√
xk+1 + 1

⇒ xk+1 ≤ xk+2

Por el principio de inducción matemática ∀ n ∈ N se cumple xn ≤ xn+1 y por lo tanto la
sucesión es creciente.
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