Funciones Limite de una Sucesion

Desigualdades y limites de sucesiones I

El siguiente teorema y corolario proporcionan dos herramientas muy utiles para probar que las sucesiones
convergen en un limite L. Usted se encontrard utilizando estas herramientas, especialmente la segunda,
con bastante frecuencia.

Teorema 1. (Primer principio de compresion)

Si{an}, {bn} y{cn} son sucesiones tales que a,, — L, ¢, > LyVneN, a, <b, <c¢,, entonces
b, — L

Demostracion. Supongamos que {ay}, {b,} y {cn} son sucesiones convergentes tal que a, = L, ¢, — L
yVneN, a, <b, <c,.Seae>0

Sia,— L, 3ni €N s> ny <n = |a, —L| <e
Sicp,—>L, Ana €N 3 na<n = ¢, — LI <e

Sea ng = méx{ny,na2}. Entonces

n<n = n<n Yy ny<n
= lap,— Ll <e y |en—L|<e
= —e<a,—L<e y —€e<c,—L<e
= L—-—e<a,<L+4+e y L—e<c,<L+e
= L—-e<ap,<L y c,<L+e
= L—-e<a,<b,<c,<L+e¢
= L—e<b,<L+e
= |b,— L| <e

Por lo tanto b, — L O

Corolario 1. (Segundo principio de compresion.) Si {a,} y {bn} son sucesiones tal que
b, >0y
dng €N 5 nyg<n = |a, — L| <b,

entonces a,, — L

Demostracion. Aplicando el primer principio de compresion con a, = 0, b, = |ap, — L| y ¢, =
|bn| O
¥ Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

1



Funciones Limite de una Sucesion

Ejemplo Use el segundo principio de compresiéon para probar que

, 2n+3 2
lim ==
n—oo \ 3n — 7 3

Solucién En este caso se tiene

n+3 2 32n+3)—203n—-17)
v N - ==
N T 3‘ ‘ 33n—7)
_|6n+9—6n+14
B 3(3n —7)
B 23
©|9n — 21|
23
= ] >
on_o1 S M=
2
< 3 st n>22
In—n
24
< — = 3 st m > 22
8 n
3 2 3 2 3
Ahora bien — — 0. Por el principio de compresion (corolario) con a, = %, L= 3 b, = =~y
n _
ng = 22 tenemos que
2n+3 . 2
3n—17 3
Ejemplo Use el segundo principio de compresiéon para probar que
, 3n? —4n
P (n2+5 )—3
Solucion En este caso se tiene
VneN, 3n2—4n_3 _ (3n? — 4n) — 3(n? + 5)
n%+5 n?+5
_|=4n—15
| n2+5
_4An+15
 n245
4
< i g r st n>15
n
G _5
n2 n
5 3n? —4 5
Ahora bien — — 0. Por el segundo principio de compresién con a,, = u, L=3b,=—y
n n2+5 n
no = 15 tenemos que
3n2 —4n 3
n2+5
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