Funciones Composicion de funciones y funciones Inversas

Sea f: X — Y una funcién y sea A C X. Las imagenes de todos los elementos de A determinan un
subconjunto de Y llamado imagen de A por f.

Definicién 1. La imagen del subconjunto A CY es el conjunto cuyos elementos son las imagenes de los
elementos de A.

f(A) ={f(z) | € A}
Ejemplo Consideremos la funcién f: R — R dada por
flx) =243
Sea A =[—1,2] C R, queremos hallar f(A).
Solucion Tenemos que
fA) = f([-1,2))

={f(2) |z €[-1,2]}
={y=2>+3|xec[-1,2]}

={Vy-3=z|zec[-12}

Ahora bien

fU-1.2D =[47]
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Funciones Composicion de funciones y funciones Inversas

Ejemplo Consideremos la funcién f: R — R dada por
flz) =2 +3
Sea A = [0,2] C R, queremos hallar f(A).
Solucion Tenemos que
f(A) = £([0,2])

={f(z) [z €[0,2]}
={y=2>+3|z€0,2]}

={Vy—-3==x|x2€][0,2]}

Ahora bien
z€10,2] = y—3¢€]0,2]
= -0 < Vy—-3 <2
= 0<y—-3<4
=3 <y<7
y € [3,7]
flx)=x2+3
f([0,2]) = [3,7]
| 102
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Funciones Composicion de funciones y funciones Inversas

Composicion de funciones

Definiciéon 2. Dadas dos funciones f : A — B y g : B — C supongamos que R(f) C D(g) entonces
h:A— C esla funcion compuesta h = go f se define

h(z) = (go f)(z) =g(f(x)) VreA, y R(f) CD(g)

El siguiente diagrama esquematico puede ser ttil para dar una comprension intuitiva de g o f = g(f(x))

Observacion: Tenga en cuenta la inversion de orientacion en el dibujo esquematico, la funcion f se dibuja
a la izquierda de g, pero en la notaciéon de funcién compuesta g o f, g se escribe a la izquierda de
f. Cuando la funciéon compuesta g o f opera en el elemento x, f opera primero y luego g opera en
el resultado, a pesar de que cuando escribimos g o f escribimos g primero. Se debe tener cuidado
para evitar confusiones.

1
rz—1

Ejemplo Counsiderese las funciones f(z) =

y g(z) =2x —3. Calcular fog (;) , go f(3)

Solucién En este caso se tiene

fo2) -6 )) -1 () 9) sy

501 =ar) =a (1) = (5) =2(3) -3- -2

1
Ejemplo Considerese las funciones f(z) = —— y g¢(z) = 2z — 3. Obtener las reglas de corresponden-

—1
cia para f o g(x), go f(x)

Solucién En este caso se tiene

- 1 1
T 2x—-3-1 22—4

fog(@) = flg(x)) = f(2z = 3)

-3 =

r—1 rx—1 -1 r—1 rx—1

90f(33)=g(f(as))=g< ! ):2( ! >_3:m2 _2-3@-1) _5-3

Observacion: En el ejemplo anterior, podemos notar que en general

gof#fog
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Funciones Composicion de funciones y funciones Inversas

Ejemplo Si f es una funcién par y g es una funcién par se tiene

gof(—a) =g(f(-2) = g(f@) =g0 f(x)
f(@)=f(-=)

por lo tanto g o f(z) es una funcién par

Ejemplo Si f es una funcién impar y g es una funcién impar se tiene

gof(=2)=g(f(-2)) = 9=f@) =
Fl—a)=—f(x) —g(@)=g(~x)

—g(f(z)) = —go f(x)

por lo tanto g o f(z) es una funcién impar
Definiciéon 3. Una funcion f : A — B es uno-uno (inyectiva) si ¥V a,a’ € A, se cumple

fl)=fd) = a=ad
Equivalentemente
a#a = f(a)# f(a)

Definicién 4. Una funcion f : A — B es suprayectiva (sobreyectiva) en B si R(f) = B, Esto es si se
cumple
VbeB, 3acA 5 fla)=b

Ejemplo La funciéon f : R — R dada por f(x) = x? satisface

1. No es uno-uno pues 1 # —1 pero f(1) =1= f(-1)
2. No es suprayectiva pues,
R(f) =[0,+00) #R
Ejemplo La funcién f: R — R dada por f(z) = x> satisface
1. Uno-uno pues
fla)=f() = o®=b
= a® -
= (a—0b)(a®>+ab+b*) =0
= a—b=0, pues a®>+ab+b* (sib#0)
= a=0»
La funcién cuadratica f(a) = a®+ab+ b? tiene un discriminante D = b? —4(1)(b?) = —3b* < 0
es negativo y por lo tanto no es un ntmero real.

2. Es suprayectiva pues V = € R existe /T € Ry
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Funciones Composicion de funciones y funciones Inversas

Teorema 1. Si f: A— B yg: B — C son funciones inyectivas, entonces go f: A — C es inyectiva

Demostracion. sean x1,x9 € Domy tal que go f(x1) = go f(z2) se tiene entonces que

go f(z1) = go f(x2) = g(f(=1)) = g(f(z2))

como g es inyectiva se tiene que f(z1) = f(x2) y como f es inyectiva entonces x; = x2 .. go f es
inyectiva H

Teorema 2. Si f : A = B yg: B — C son funciones suprayectivas, entonces go f : A — C es
suprayectiva

Demostracion. Hay que probar que Vz € C' 3z € A tal que g o f(x) = z, se tiene que por ser g : B — C
sobre Jy € B tal que Vz € C ¢g(y) = z dado que f es suprayectivay y € B 3z € A tal que f(z) =y por
lo tanto g o f(z) = g(f(z)) = g(y) = 2. Por lo tanto dado z € C 3z € A tal que go f(z) =z O

Propiedades de la Composicion de Funciones.

Propiedad Asociativa Sean f: A — B, g: B — C entonces h : A — D. Entonces se verfica

(hog)of=ho(gof)

Comprobaciéon Tenemos que

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(z))

por lo tanto
(hog)of=ho(gof)

Definicion 5. Sea A un conjunto arbitrario. La funcidn identidad en A es la funcionia : A — A definida
por la regla
VeeA, iale) =z

Teorema 3. Sean A,B conjuntos arbitrarios. La funcion identidad en A, ign : A — A, satisface las
siguientes reglas

a) Vi:A—=B, foia=f
b)) Vg:B— A isog=yg
Demostracion. Tenemos que
a) Suponga que existe g : B — C' tal que g o f es uno-uno. Sea a # a’ € A. Como g o f es uno-uno
(g0 f)(a) # (g0 f)(a’)
9(f(a)) # g(f(a’))

debe ocurrir entonces que f(a) # f(a’). Por lo tanto f es uno-uno
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Funciones Composicion de funciones y funciones Inversas

b) Supongamos que existe h : D — A tal que f o h es suprayectiva en B. Sea b € B. Como f o h es
suprayectiva en B, existe d € D tal que f o h(d) =b. Sea a = h(d). Porloquea € Ay

Estoes Vb € B, b € R(f). Por lo tanto f es suprayectiva en B.
O

Definiciéon 6. Supongamos que f : A — B. Si existe una funcion g : B — A tal que go f = ia y
fog=1ipg, entonces se dice que [ es invertible, y decimos que la funcion g es la inversa de la funcion f.
En simbolos

g=r"
Teorema 4. Una funcion f: A — B es invertible si y sdlo si f es uno-uno y suprayectiva en B

Demostracion. (=)

Supongampos que f es invertible. Entonces existe g: B — A tal que go f =isy fog =ip, como i, es
uno-uno entonces g o f es uno-uno por lo que f es uno-uno. Y como ip es suprayectiva entonces f o g es
suprayectiva y por lo tanto f es suprayectiva.

(<)

Supongamos que f es uno-uno y suprayectiva. Sea b € B como f es suprayectiva existe a € A tal que
f(a) = b. Al ser f uno-uno existe sélo hay un valor de a.

Definimos ¢(b) = a. Entonces para toda a € A,

(9o f)la) =g(f(a)) = g(b) = a =iala)

Para todo b € B
(fog)(b) = f(g(b)) = fla) =b=1ip(b)

Estoes go f =144y fog=ipg. Porlo que f es ivertible. O
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