Unidad 4. Limite Limite de funciones

Limites de funciones (e — ) I

Decir que f (x) se acerca a L es decir que |f(z) — L| se hace pequefio. Del mismo modo, decir que x se
acerca a xg es decir que |z — x| se vuelve pequerio sin igualar 0. Ahora, estamos listos para la definicion.

Definiciéon 1. Si f : D(f) :— R y 2o es un punto de agrupamiento de D(f), entonces

lim f(z)=L & Ve>0,36>0 5 Vae D(f), 0<|r—xo|<d = |f(z)—L|<e

r—rx0o

VA

L+g
Dado £ LE-==ccmmceem
L-¢

Notas de la definicién Tenemos que

1. Si3LeR » lim f(x) = L, nosotros decimos que lim f(x) = L existe; en otro caso decimos
Tr—xo Tr—xTo
que lim f(x) = L no existe
T—xTo
2. Nunca diremos que lim f(z) existe a menos que zg sea un punto de agrupacion de D (f). Por
T—xQ
ejemplo
lim /23 — 22
z—0
no existe ya que el dominio de esta funcién es D(f) = {0} U[l,00) y 0 no es punto de
agrupamiento del dominio de la funcién
3. Incluso si zp en D (f), el valor de f(z0) es irrelevante para la consideracion de si lim f(z) = L.
r—rTo
La condicién 0 < |z — z¢| en la definiciéon garantiza que no estamos dejando que z = xg
4. En realidad hay un tercer cuantificador aqui. Se entiende que el cuantificador universal en x
esté presente, incluso cuando se omite en aras de la simplicidad.
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Ejemplo Considere el siguiente limite

1.

Solucién

1.

lim (4x —5) =3

z—2

Encuentre un valor § > 0 que garantice que siempre que x esté dentro de una distancia ¢ de 2
(pero no igual a 2) 4x — 5 esté dentro de una distancia 0.1 de 3.

. Encuentre un valor § > 0 que garantice que siempre que x esté dentro de una distancia § de 2

(pero no igual a 2) 4x — 5 se aproximara el limite con precisiéon a 3 decimales

. Para € > 0 arbitraria, encuentre un valor 6 > 0 que garantice que siempre que x esté dentro

de una distancia § de 2 (pero no igual a 2) 4z — 5 esté dentro de una distancia e de 3.

Nosotros queremos un numero real § > 0 tal que

0 < Jz—2 <0 = |f(z)-3] < 0,1
Tenemos que
|f(z) = 3| = [(4z = 5) — 3|
= |4z — §|
= 4|z — 2|

Por lo tanto, nuestro objetivo es encontrar un ¢ > 0 tal que
0 < |z—2 <d = 4z-2] < 01

0,1

La tltima desigualdad sera verdadera si |z — 2| < —— = ,0025. Por lo tanto, tomamos § =

,0025.

. Esta vez, queremos un ntmero real 6 > 0 tal que

0 < Jz—=2] < 4§ = |f(x)—3] < 0,0005
Por lo tanto, nuestro objetivo es encontrar un § > 0 tal que

0 < |z—2 < 6§ = 4z—2 < 0,0005

La ultima desigualdad sera verdadera si |v — 2| <
d =,000125.

070505 =,000125. Por lo tanto, tomamos

. Sea ¢ > 0. Esta vez, queremos un numero real § > 0 tal que

0 < Jz—-2] <0 = |f(z)=3] < ¢
Por lo tanto, nuestro objetivo es encontrar un § > 0 tal que
0 < Jz—2 < d§d = 4z-2 <ce¢

La ultima desigualdad sera verdadera si |z — 2| < i Por lo tanto, tomamos § = i
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Ejemplo Use la definicién de limite para demostrar que

lim4xr —5=3

T—2
Solucién buscando una § adecuada Para esto se tiene que
[f(z) = L] = |4z = 5 = 3| = |4z — 8| = |4(z — 2)| = [4[]x — 2|
por lo tanto

€

lf(z) =Ll <e = H4|lr—-2]<e = |a:—2|<4

€
Demostracion. Sea € > 0. Elegimos 6 = 1 entonces

O<lz—2|<d0 = |z—2| <
€
4
= 4z —2|<e

= |lz—-2|<

= [dzr—8|<e
= |4z —5)—3|<e

por lo tanto

limd4x—5=3
T—2
O
Ejemplo Use la definicion de limite para demostrar que
222 — 18
lim == 22— 19
z—=3 x—3
Solucioén buscando una § adecuada Para esto se tiene que
222 — 18 2(z% - 9) 2(x +3)(x —3)
- Ll=—-12=|———— 12| =|————————~ —12| = |2 6—12
) - 2= | 2250 12 = A gl 20 4612
= 2(x — 3)| = 2|z — 3]
por lo tanto
If(@)—Ll<e = 2Jz—3/<e = |z—3] <§
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€
Demostracion. Sea € > 0. Elegimos 6 = 3 entonces

€
2
= 2z —3|<e
= [2z—-6]<e¢
= 204+6—-12| <e
N 222 — 18

z—3

O<|z-=3|<d = |[z—-3|<

—12’<6

por lo tanto
. 222 -18
hm _— =
rx—3 €I — 3

12

Ejemplo Use la definicion de limite para demostrar que

lim 22 = 4
r—2

Solucion buscando una § adecuada Para esto se tiene que
[f(x) = L = |2% = 4] = |(z + 2)(z = 2)| = [z + 2| [z - 2|
por lo tanto
[f(x) =Ll <e = |Jz+2||lz—2|<e
El razonamiento utilizado aqui probablemente seré nuevo para usted; seguirlo de cerca, supongamos
que tenemos ¢ < 1 entonces
0 < jz—2] <6 = |z—-2|<1

= —l<r—-2<1

= 1l<z<3

= 3<zr+2<5H

= —-5<3<xr+4+2<5

= —-b<z+2<5

= |lt+2[<5b

entonces cuando |z — 2| < 1 se tiene que |z + 2| < 5. Recuerda que queremos
[x+2] |z —2] < €
€ .
Por lo tanto, ademas de |z — 2| < 1, queremos |z — 2| < 7 para garantizar

r+2| |x— < Eze
2 2 55

Por lo tanto elegimos ¢ = min {1, g}
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Tenemos ahora que

Demostracion. Sea € > 0. Elegimos § = min {1, g} entonces

O<lz—2/<d = |z-2/<1 y |z—2/ <%

5
= —l<z-2<1 y |3:—2|<§
= 3<z+2<5 y |x—2|<§
= Jz+2/<5 y |z—2 <§
= Jz+2/|lz—2 <5 § =
= |x2 — 4! <€
por lo tanto
lim 22 =4
r—2
O
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