Unidad 4 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo dri&auaciones diferenciales homogéneas

Ecuaciones no homogéneas: El método de coeficientes indeterminados

Deduciremos un procedimiento sencillo para determinar una solucién de una ecuacién lineal no homogénea
con coeficientes constantes
" /
ay” + by +cy = g(x) (1)

Si g(x) es de la forma ag + a1z + asz? + - -+ + apz™. Proponemos una solucién
Y(x) = Ag + A1z + Agz® + - + Apa®
tenemos entonces que
Y (x) = Ay + 2402 4 - + nAp 2"t
V" (z) = 245 + 643z + - +n(n — 1)A,2" 2
de manera que
a" + b+ cp = a(245 + 6432+ -+ n(n — 1)A,z" ) 4 b(A; + 2452 + - +nAa™ )
+c(Ag + Ay + Agz® + - Aya™)
=cApa” + [cAn—1 + nbAn}xnf1 + -+ cAy +bAL + 245

igualando coeficientes
a

cAp =a, = A, =2

c

cA,_1+nbA,
c

cAn_1+nbA, =a,_1 < A,_1=

CA() + bAl + 2A2 = Qg
Ejemplo Determinar una solucién particular de

y' + 3y +2y=3r+1

Solucién En este caso g(x) = 3z + 1 es un polinomio de grado uno, asi que proponemos una ecuacion

lineal
Y(r) = Ax + B
en este caso
P(z) =A
P (x) =0

Por lo que
" 43¢+ 2¢ =0+ 3(A) + 2(Az + B)
por otro lado

"+ 3 + 29 =3z +1

igualando coeficientes 24 =3 = A= g y3A+2B=1 = B= 72. Por lo que una solucién par-

ticular es
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Ejemplo Determinar una solucién particular de
y// + y/ T Y= 1‘2

2

Solucién En este caso g(z) = z* es un polinomio de grado dos, asi que proponemos una ecuacion

Y(z) = A+ Bz + Ca?

en este caso
Y (z) = B+2Cx
V" (x) = 2C

Por lo que
"+ '+ =2C++B+20x+ A+ Bx+ Cx? = (A+ B +2C) + (2C + B)x + Cz?
por otro lado
VY=o
igualando coeficientes C =1y 20+ B =0 = B=-2y A+ B+2C =0 = A=0. Por lo que

una solucién particular es
Y(z) = —2x + 2°

Con el método de coeficientes indeterminados, podemos hallar una solucién particular ¢ (x) de la ecuacion
no homogenea (1).

Ahora si consideramos la ecuacion homogénea asociada a (1) y sus soluciones y;(x) y y2(x). Entonces
una solucién de la ecuacion no homogénea (1) es de la forma

y(@) = aayi(z) + coy2(x) +b(x),  c1,c2 constantes
Para comprobar que lo anterior es cierto

a) Si 1,19 son soluciones de la ecuaciéon no homogénea, entonces 1; — ¥s es soluciéon de la ecuacion
homogénea.
En efecto pues

a1 = 1)+ bl = 2) + (1 — P2) = 9 — U + b(Y1 — ¥h) + (1 — )
= ayp] + b)) + ey — [ayy + b + i)
=g(z) —g(z) =0

Esto significa que la diferencia de dos soluciones de la ecuacion no homogénea es soluciéon de la ecuacion
homogénea.

b) Si y, 1 son soluciénes de la ecuacion no homogénea entonces segin lo anterior y — v es solucién de la
ecuacion homogénea.

c¢) Toda solucion de la ecuaciéon homogénea es de la forma

Cc1Yi + Cay2
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por todo lo anterior se tiene
Yy — =y + c2ye
esto implica que
y(x) = cry1(x) + caye(z) + Y(x), 1,2 constantes

Si en (1) se tiene que
[e

g(x) = (ap + a1z + agx® 4+ - - - + a,z™)e

Se sugiere una solucion ¢ (z) = v(x)e® *. En este caso

P (x) =0 (2)e® * + av(z)e* *

() = 0" (x)e® ® + ae® %V (z) + av'(z)e* * + oPv(x)e® ®
=e* "(v"(x) + o' (z) + av' (z) + ?v(z))
= e (v (x) + 200 (z) + *v(z))
Tenemos entonces
a)" + b’ + cp = a(e® T (V" () + 200’ (2) + a*v(x)))
+b(v' (z)e* * + av(x)e® *)
+ c(v(z)e* ©)
= e "(av” (z) + 2aav’ (z) + acd’v(x))
+ e F(bv'(x) + bav(z))
e *(co(x))
e® (av” () + (2aa + b)v' (x) + (ac® + ba + c)v(z))

Se tiene entonces
e® (av”(x) + (2aa + b/ (x) + (ac® + ba + c)v(z)) = (ag + a12 + azx® + - + a,z")e™ *

es decir
av” (z) + (2aa + b)v' () + (aa® + ba + c)v(z) = ag + a12 + agx® + - - + a,z" (2)

Al buscar una solucién particular de (2) se tienen los siguientes casos

a) aa® + ba + ¢ # 0. Esto significa que a no es solucién de la ecuacién caracteristica ar? + br + ¢, en
otras palabras e** no es solucion de la ecuacion homogenea ay” + by’ +c¢ =0

b) aa® + ba + ¢ = 0 pero 2a + b # 0. Esto significa que a es raiz simple de la ecuacién caracteristica
ar® 4+ br + ¢, en otras palabras e*® es solucién de la ecuacién homogenea ay” + by’ + ¢ = 0, pero re®*
no lo es.

c¢) aa® + ba + ¢ = 0 pero 2a + b = 0. Esto significa que « es raiz doble de la ecuacién caracteristica
ar?4br+-c, de modo que, tanto e** como xe** son soluciénes de la ecuaciéon homogenea ay”’ +by’4+c = 0

Por lo tanto la ecuacién (1) con g(x) = (ag + a1x + ax? + - - - + a,x™)e® ® tiene una solucién particular
Y(x) de la forma
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a) Y(z) = (ap + ar1x + asx? + - - + a,x™)e® T si e* * no es solucién de la ecuaciéon homogenea

b) ¥(x) = x(ap + arx + asx? + - -+ + a,x™)e® T si e © es soluciéon de la ecuacién homogenea pero ze® @
no lo es.

¢) YP(x) = 2%(ap + a1 + asz? + -+ - + a,x™)e® T si e* T y xe® T son solucion de la ecuacion homogenea
Ejemplo Encontrar una solucién general de la ecuacién
Yy — 4y +dy=(1+az+2°+-- +27)e
Solucién En este caso la ecuacion homogénea es
Yy — 4y +4y =0

y la ecuacion caracteristica
r?—4r+4=0

que tiene raiz doble r; = 5 = 2. Por tanto tiene soluciones e?* y ze?* de la ecuacién homogénea.
Para hallar la solucién de la no homogénea proponemos 9 (z) = v(x)e?®, entonces

Y (z) = v(x)2e* + 20/ ()
Y () = v(x)de*™ + 2e*V (z) + ¥ 0" (z) + v/ ()2e** = ** [0 (z) + 4/ (z) + 4v(2)]
Se tiene entonces que

() — 4’ (x) + dap(x) = e** [0 () + 40/ (z) + 4v(x)] — 4[20(2)e®® + v/ (2)e**] + 4[v(x)e*]
= 2" (z) + 40 () + 4e*"v(z) — 8e*Tv(x) — 4v' ()™ + 4e*v(x)

— eQIU//(x)
Por lo que
e ()= 1+z+2>+ - +27)e* = V()=1+z+2?+-- +2%7

integrando se tiene

) 228
v (1‘) =x+ + %
integrando nuevamente
22 229
@) =5t s
y por lo tanto la solucién es
2 29
y(@) = 1™ 4 e 42 | Tt 2;. %
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