
Unidad 3 Ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden3.3 Convergencia iterados de Picard

Convergencia de los iterados de Picard

Las soluciones de ecuaciones diferenciales no lineales pueden no existir para todo valor del tiempo t.

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yn(s)) ds

Por lo tanto, no es posible esperar la convergencia de las iteraciones de Picard yn(x). Para darse una
idea de dónde convergen las iteraciones de Picard, puede tratarse de encontrar un intervalo en el cual
las iteraciones yn(x) están uniformemente acotadas (es decir, |yn(x)| ≤ K para alguna constante K). De
manera equivalente puede buscarse un rectángulo R que contenga las grá�cas de todas las iteraciones de
Picard yn(x).

Lema 1. Elíjanse dos números positivos cualesquiera a y b y considérese el rectángulo

R = {x, y ∈ R | x0 ≤ x ≤ x0 + a, |y − y0| ≤ b}

Calcúlese

M = máx
(x,y)∈R

|f(x, y)|

y hágase

α = mı́n

(
a,

b

M

)
Entonces

|yn(x)− y0| ≤M(x− x0)

para x0 ≤ x ≤ x0 + α

El Lema a�rma que la grá�ca de yn(x) está contenida entre las rectas

y = y0 +M(t− t0), y = y0 −M(t− t0)

para 0 < x < x0 + a . Estas rectas salen del rectángulo R para x = x0 + a si a <
b

M
y para x = x0 +

b

M

si
b

M
< a. En estos casos, por lo tanto, la grá�ca de yn(x) está contenida en R para x0 < x < x0 + a.
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Demostración. Se hara por inducción.
Para n = 0 se cumple, ya que y0(x) = y0.
Ahora queremos ver que se cumple para n = j + 1 si se cumple para n = j. Para esto tenemos que si

|yj(x)− y0| ≤M(x− x0)

entonces

|yj+1(x)− y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, yj(s)) ds

∣∣∣∣
≤
∫ x

x0

|f(s, yj(s))| ds

≤M(x− x0)

para x0 ≤ x ≤ x0 + α. Por lo tanto, por inducción, se cumple para todo n.

Ahora es posible demostrar que las iteraciones de Picard yn(x) convergen para toda x en el intervalo

x0 < x < x0 + a si
∂f

∂y
existe y es continua. El primer paso consiste en transformar el problema de

indicar que la sucesión de funciones yn(x) converge a un problema más sencillo que consiste en probar
que converge una cierta serie in�nita. Esto se logra escribiendo yn(x) de la siguiente manera

yn(x) = y0(x) + [y1(x)− y0(x)] + [y2(x)− y1(x) + [y3(x)− y2(x)] + · · ·+ [yn(x)− yn−1(x)]

Claramente la sucesión yn(x) converge si y sólo si la siguiente serie converge

[y1 − y0] + [y2(x)− y1(x)] + · · ·+ [yn(x)− yn−1(x)] + · · ·

Para probar que la serie in�nita converge basta con demostrar que

∞∑
n=1

|yn(x)− yn−1(x)| <∞

Esto se logra de la siguiente manera. Obsérvese que

|yn(x)− yn−1(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, yn−1(s))− f(s, yn−2(s))] ds

∣∣∣∣
≤
∫ x

x0

|f(s, yn−1(s))− f(s, yn−2(s))| ds

=

∫ x

x0

∣∣∣∣∂f(s, ξ(s))

∂y

∣∣∣∣ |yn−1(s)− yn−2(s)| ds

donde ξ(s) se encuentra entre yn−1(s) y yn−2(s).
Del Lema se deduce inmediatamente que todos los puntos (s, ξ(s)) se encuentran en el rectángulo R para
s < x0 + a . Por lo tanto,

|yn(x)− yn−1(x)| ≤ L
∫ x

x0

|yn−1(s)− yn−2(x)| ds, x0 ≤ x ≤ x0 + α
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donde

L = máx
(x,y)∈R

∣∣∣∣∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣
La ecuación anterior de�ne L. Tomando n = 2 se obtiene

|y2(x)− y1(x)| ≤ L
∫ x

x0

|y1(x)− y0| ds

≤ L
∫ x

x0

M(s− x0) ds

=
LM(x− x0)2

2

Esto a su vez implica que

|y3(x)− y2(x)| ≤ L
∫ x

x0

|y2(s)− y1(s)| ds

≤ML2

∫ x

x0

(s− x0)2

2
ds

=
ML2(x− x0)3

3!

Procediendo de manera inductiva se ve que

|yn(x)− yn−1(x)| ≤ MLn−1(x− x0)n

n!
, para x0 ≤ x ≤ x0 + α

Por lo tanto para x0 ≤ x ≤ x0 + α se tiene

|y1(x)− y0(x)|+ |y2(x)− y1(x)|+ · · · ≤M(x− x0) +
ML(x− x0)2

2!
+
ML2(x− x0)3

3!
+ · · ·

≤Mα+
MLα2

2!
+
ML2α3

3!
+ · · ·

=
M

L

[
αL+

(α L)2

2!
+

(α L)3

3!
+ · · ·

]
=
M

L

(
eα L − 1

)
Esta cantidad es obviamente menor que in�nito. Por lo tanto, las iteraciones de Picard yn(x) convergen
para x en el intervalo x0 < x < x0 + a . (Un argumento similar muestra que yn(x) converge para toda x

en el intervalo x0 − β < x < x0, donde B = mı́n

(
a,

b

N

)
y N es el valor máximo de |f(t, y)| para (t, y)

en el rectángulo x0 − a ≤ x ≤ x0, |y − y0 ≤ b|). Se denotará con y(t) al límite de yn(x)..
Ahora vamos a comprobar que la aproximación de Picard

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yn(x)) ds
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se aproximan a

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds

Para esto se tiene que∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y(s)) ds−
∫ x

x0

f(s, yn(s))

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(s, y(s))− f(s, yn(s)| ds

≤ L
∫ x

x0

|y(s)− yn(s)| ds

Observamos que

y(s)− yn(s) =

∞∑
j=n+1

[yj(s)− yj−1(s)]

pues

y(s) = y0 +

∞∑
j=1

[yj(s)− yj−1(s)]

y

yn(s) = y0 +

∞∑
j=1

[yj(s)− yj−1(s)]

Por lo tanto se tiene que

|y(s)− yn(s)| ≤M
∞∑

j=n+1

Lj−1
(s− x0)j

j!

≤M
∞∑

j=n+1

Lj−1αj

j!

=
M

L

∞∑
j=n+1

(α L)j

j!

Y ∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y(s)) ds−
∫ x

x0

f(s, yn(s)) ds

∣∣∣∣ ≤M ∞∑
j=n+1

(α L)j

j!

∫ x

x0

ds

≤ M α

∞∑
j=n+1

(α L)j

j!

Esta sumatoria tiende a cero cuando n tiende a in�nito, ya que es el residuo del desarrollo de la serie de
Taylor convergente de eαL. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

∫ x

x0

f(s, yn(s)) ds =

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds
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Ahora para poner de mani�esto que.y(x) es continua hay que mostrar que para toda ε > 0 puede
encontrarse δ > 0 tal que

|y(x+ h)− y(x)| < ε si |h| < δ

Ahora bien, no es posible com parar y(x+ h) con y(x) directamente, ya que no se conoce y(x) de modo
explícito. Para salvar esta di�cultad se elige un entero N lo bastante grande y se observa que

y(x+ h)− y(x) = [y(x+ h)− yN (x+ h)] + [yN (x+ h)− yN (x)] + [yN (x)− y(x)]

Con más detalle se elige N su�cientemente grande como para que

M

L
<

∞∑
j=N+1

(α L)j

j!
<
ε

3

Entonces se sigue que

|y(x+ h)− yN (x+ h)| < ε

3
y |yN (x)− y(x)| < ε

3

para x < x0 + α y h su�cientemente pequeña (tal que x + h < x0 + α). Luego obsérvese que yN (x) es
continua, pues se obtiene después de N integraciones sucesivas de funciones continuas. Por lo tanto, puede
elegirse δ > 0 lo bastante pequeña de modo que

|y(x+ h)− y(x)| ≤ |y(x+ h)− yN (x+ h)|+ |yN (x+ h)− yN (x)|+ |yN (x)− y(x)| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

para |h| < δ . Por lo tanto, y(x) es una solución continua de la ecuación integral.
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