Unidad 1 Introduccién 1.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ecuaciones diferenciales homogéneas

Definicion 1. Polinomios homogéneos son aquellos en los que todos los términos son del mismo grado.

Ejemplo Tenemos que
22y + 8zy? — 23 4+ 3

La suma de los exponentes del primer “término es 2 + 1 = 3, lo mismo para el segundo 1+ 2 = 3;
por lo tanto, los cuatro términos son de grado 3.

Ejemplo Tenemos que
2y2? — 22y?

Es un polinomio homogéneo de grado 4.
Definicion 2. La ecuacion diferencial homogénea es de la forma:
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

donde M y N tiene la propiedad de que para toda t > 0, la sustitucion de x por tx y la de y por ty hace
que M y N sean del mismo grado n.
M (tz,ty) = t"M(z,y)

N(tz,ty) = t"N(z,y)
Ejemplo Determinar si la funcién
fley) =2y +=

es homogénea; si lo es, indicar su grado:
Solucion En este caso
F(tw, ty) = 2/(2) (ty) + ta

= 2t\/xy + tx
= t[2\/zy + ]

como f(tx,ty) =t f(x,y), la funcién es homogénea de grado 1

Ejemplo Determinar si la funcién
fley) =vae+y
es homogénea; si lo es, indicar su grado:
Solucién En este caso
flta,ty) = iz F 1y
= Vi(r+y)
Ty

1
como f(tz,ty) = t2 f(x,y), la funcién es homogénea de grado 3
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Este tipo de ecuaciones puede reducirse a ecuaciones de variables separables mediante sustituciones
apropiadas.

Definicion 3. Las ecuaciones diferenciales homogéneas también tienen la forma:

d

Usando sustituciones algebraicas apropiadas, las ecuaciones diferenciales homogéneas se convierten en
ecuaciones de variables separables. Una de las sustituciones mas comunes es:
Y
S=v = y=ox
x
Ejemplo Resolver la ecuaciéon diferencial
(22 +y*)dx — 2ydy =0

usando y = vz y dy = vdx + zdv se tiene

(22 +v22?)dz = va? (vdx + xdv)

Dividiendo entre z2
(1 + v?)dz = v(vdx 4 zdv)

Separando variables
(1+v? —v?)de = vady

d
—x:vdu

Integrando

1 2
Comov =Y — ln|x|:7y—2+0
T 2z

Entonces

2
ln\x|=%+c = 222(In|z| — C) =92 = 222(Injz|—C) =y

Ejemplo Resolver
(z+y)de+(z+y—4)dy=0 y(—-1)=0

Usandov=x+y — y=v—2zydy=dv—dz se tiene
vdr + (v—4)(dv —dz) =0
vde 4+ (v —4)dv — (v —4)dx =0

Separando variables
(v —4)dv = —4dzx
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Integrando
2

%—41/:—8334—0

v? —8v=-8x+C
Comov=2x2+y— (z+y)?—8(x+y)=—8r+ C. Por lo tanto

(x+y)?-8y=C
Aplicando las condiciones iniciales:
(-1)*-0=C—C=1

Por lo tanto
(z+y)?—8y=1

Ejemplo Resolver la ecuaciéon diferencial

Solucién En este caso hacemos

entonces
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