Unidad 1 Introduccién 1.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ejemplo Drenado de un tanque.
En hidrodinamica, la ley de Torricelli establece que la rapidez v de salida del agua a través de un
agujero de bordes afilados en el fondo de un tanque lleno con agua hasta una profundidad h es igual
a la velocidad de un cuerpo (en este caso una gota de agua), que esta cayendo libremente desde una
altura h esto es, v = /2gh, donde g es la aceleracién de la gravedad. Esta tltima expresién surge

2

al igualar la energia cinética, §mv con la energia potencial, mgh, y despejar v. Suponga que un

tanque lleno de agua se vacia a través de un agujero, bajo la influencia de la gravedad. Queremos
encontrar la profundidad, h, del agua que queda en el tanque al tiempo t. Considere el tanque que

se muestra en la imagen.

——

Si el area del agujero es Ay, (en pies?) y la rapidez del agua que sale del tanque es v = v/2gh (en
pies/s), entonces el volumen de agua que sale del tanque, por segundo, es A,+/2gh (en pies3/s).
Asi, si V(t) denota al volumen de agua en el tanque al tiempo t, entonces

d
di‘t/ = —Ah\/ 2gh

donde el signo menos indica que V estd disminuyendo. Observe que aqui estamos despreciando la
posibilidad de friccion en el agujero, que podria causar una reduccion de la razon de flujo.
Si ahora el tanque es tal que el volumen del agua al tiempo t se expresa como V(t) = A,h, donde

A, (en pies?) es el drea constante de la superficie superior del agua (véase la imagen), entonces

dv . . . . S .
o Awa. Sustituyendo esta dltima expresién en la ecuacién obtenemos la ecuacién diferencial
que desedbamos para expresar la altura del agua al tiempo t:

dh Ay

— = ———/2gh

it~ A,V
Es interesante observar que la ecuacion es valida aun cuando A,,, no sea constante. En este caso,
debemos expresar el area de la superficie superior del agua en funcion de h, esto es, A, = A(h).

Ejemplo Sean h(t) y V(t) la altura y el volumen del agua en un estanque en el instante t. Si el agua se
fuga por un agujero de area a que se encuentra en el fonde del tanque, entonces la ley de Torricelli

afirma que
dVv
a T av2eh

donde g es la aceleracion debido a la gravedad.
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a) Suponga que el tanque cilindrico con altura 6 pies y radio 2 pies y que el agujero es circular
de 1 pulgada. Si tomamos

demuetre que y satisface la ecuacién diferencial

dh 1
e~ Vh
i A

b) Resuelva esta ecuacion para hallar la altura del agua en el instante t, suponiendo que el tanque
esté lleno en el instante ¢t = 0

c¢) ;Cuanto tardara el agua en drenar por completo?

Demostracion. a) Tenemos que

dV dh
2 2
V =mnr<h — = are—
" = dt " dt
dh 1 dv_ 1
dt  7r? dt w22

lr (é)m&] — L

b) tenemos que

an 1 , 1 1
P 2 Vh o= hddh= ——dt = 2Vh = ——t
x=mVh = ot = Wh=—Zt+C

h0)=6 = 2V/6=0+C = C=2V6 = h(t) = (—JAH«/E)Q

c) tenemos que

2
h_O_(ltJr\/é) = t=144V6 ~ 5 min 53 s

144
O
Ecuaciones diferenciales lineales
Una ecuacion diferencial lineal de primer orden se puede escribir en la forma
dy
— + Px)y =Q(x 1
D+ Py = Q) 1)
donde P y Q son funciones continuas en un determinado intervalo.
Ejemplo Una ecuacion lineal es
xy +y =2z
porque para x # 0, se puede escribir en la forma
"+ L, _o (2)
Y xy =
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Observamos que esta ecuacion diferencial no es separable porque no se puede factorizar la expresion
para y’ como una funcién de x por una funcién de y. Pero aiin se puede resolver la ecuacion si se
nota, por la regla del producto, que

zy' +y = (zy)

y, por tanto, la ecuacién se puede reescribir como
I
(zy)" = 2z
Si ahora se integran ambos lados de esta ecuacion, se obtiene

C
ry=2"4+C o y=x+—
x

Si se hubiera tenido la ecuacion diferencial en la forma de la ecuaciéon 2, se habria tenido que tomar el
paso preliminar de multiplicar cada lado de la ecuacién por x.

Resulta que toda ecuacién diferencial lineal de primer orden se puede resolver de un modo similar al
multiplicar ambos lados de la ecuacion 1 por una funcién adecuada I(x) llamada factor integrante. Se
intenta hallar I de modo que el lado izquierdo de la ecuacién 1, cuando se multiplique por I(x), se
convierta en la derivada del producto I(z)y

I(z)(y + P(x)y) = (I(x)y)’ 3)

Si se puede hallar tal funcién I, en tal caso la ecuacién 1 se convierte en

Al integrar ambos lados, se debe tener

I(:r)yz/ I(x)Q(z) dz+ C

de modo que la solucién seria
W) =17 | [ 1@ o @

Para hallar tal I, se desarrolla la ecuacién 3 y se cancelan términos:

I(x)y' + I(x)P(z)y
I(z)P(z)

(I(x)y) = I'(x)y + I(x)y
I'(x

Esta es una ecuacién diferencial separable para I, que se resulve como sigue

/d—II:/ P(z) dx
1n|I|:/ P(z) dx
I:Aef P(z) dx
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donde A = =+ €. Se busca un factor de integraciéon particular, no el mas general, asi que se toma A = 1

y se usa
I(.’E) _ ef P(z) dx

En resuman para resolver la ecuacion diferencial lineal
y' + P(z)y = Q(x)
multiplique ambos lados por el factor de integracion

I(SL‘) — ef P(x) dz
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