Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes varialllExuaciones singulares

Soluciones cerca de puntos singulares

Definiciéon 1. Suponga que la ecuacion diferencial lineal de sequndo orden
A(@)y" + B(z)y' + C(z)y =0 (1)
se escribe en forma estdndar
y'+ Px)y + Qz)y =0 (2)

B(x) _C)

donde P(x) =

Definicién 2. Se dice que un punto xo es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (1) si tanto P(x)
como Q(z) en la forma estindar (2) son analiticas en xq. Se dice que un punto que no es punto ordinario
es un punto singular de la ecuacion.

Ejemplo Dada la ecuacion
221+ z)y” + 24— 22)y + (24 32)y =0

esta se puede escribir
4 — x2 2+ 3x
1 /
=0
vt z(1 Jrz)y + x2(1 Jrz)y

En este caso ¢ = 0 es un punto singular.

Coeficientes polinomiales Se pone atencion sobre todo al caso cuando (1) tiene coeficientes polino-
miales. Un polinomio es analitico en cualquier valor x y una funcién racional es analitica excepto
en los puntos donde su denominador es cero. Por tanto si A(x), B(z) y C(x) son polinomios sin

igz; y Q) =

factores comunes, entonces ambas funciones racionales P(x) = son analiticas

x
A(x)
excepto donde A(x) = 0. Entonces, se tiene que

x = xo es un punto ordinario de (1) si A(x) # 0 mientras que = xo es un punto singular de (1) si
A(z) = 0.

Ejemplo Los dnicos puntos singulares de la ecuacién
(x? = 1)y" 4+ 22y’ + 6y =0

son soluciones de 2 — 1 = 0 o = £ 1. Todos los otros valores finitos de x son puntos ordinarios.
Los puntos singulares no necesitan ser nimeros reales.

Ejemplo La ecuacion
(@® +1)y" + 2y —y=0

tiene puntos singulares en las soluciones z? + 1 = 0, en particular, = % i. Los otros valores de x,
reales o complejos, son puntos ordinarios.
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Teorema 1. Ezistencia de soluciones en series de potencias.
Six = xo es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (1), siempre es posible encontrar dos soluciones
linealmente independientes en la forma de una serie de potencias centrada en xq, es decir,

oo

y=enla —xo)"

n=0

Una solucion en serie converge por lo menos en un intervalo definido por |x — x9| < R, donde R es la
distancia desde xq al punto singular mds cercano.

Ejemplo Resuelva la ecuacion
(@® +1)y" + 2y —y=0

Solucién En este caso la ecuacion diferencial dada tiene puntos singulares en = =+ 4, por tanto, una
solucion en serie de potencias centrada en 0 que converge al menos para |z| < 1 donde 1 es la
distancia en el plano complejo desde 0 a i o -i. La suposicion

o0
y = E cpx”
n=0

y sus primeras dos derivadas conducen a

o0 o]
@+ 1)y 42y —y=0 = (2> +1) Znnfl cnx™” 2+x2ncn chnx”:O
n=2

n=1

donde

o0

oo o0
Z (n—1)cpa"™ Q—I—xchnmn_l—chx"
n=1 n=0
oo o0
Z (n—1)cpa" —|—Z (n—1epz™™ 2+chnx chx"
n=1 n=0

n=2 n=2

oo

oo oo
Z (n—1Dcpa” +202+603x+z (n—1)epz™™ 2+clm+2ncnx”fcofclechx”

n=2 n=4 n=2

o0 (o) o0 o)
= 2¢9 + 6c3x + 1 — g — 1T + Z n(n — De,z™ + Z n(n —1)c,z" % + Z n cpx’” — Z cnx”
n=2 n=4 n=2

oo oo oo oo
= 2¢9 + 6esx — o + Z n(n — 1e,z™ + Z n(n — e,z % + Z n cpx’ — Z cpx”
n=2 n=2

n=2 n=4

= 2¢9 + 6c3x — o + Z n(n — 1e,z™ + Z(n +2)(n+ 1)cpp22"™ + Z n cpx’ — Z e

n=2 n=2 n=2

=2cy + 6c3x — ¢ + Z[n(n —1en +(n+2)(n+ 1Depyo +n ¢y — cp)z”
n=2
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oo
= 2¢y + 6cgx — o + Z[n(n — e+ (n+2)(n+ Depga + (n—1) ep]z”

n=2

= 2¢9 + 6c3x — ¢ + Z[(n +1)(n—1)cy + (n+2)(n+ 1)cppo)z™

n=2
De acuerdo a esto tltimo, llegamos a la conclusiéon
2co —cog =0
6c3 =0
(n+1)(n—1)cn, +(n+2)(n+1)cpp2 =0

Por consiguiente

1
C2—§Cc
63:()

1-k

Cpnt+2 = mcn

Sustituimos n = 2,3,4,,5,6 en la dltima ecuacién, y obtenemos

ot _ 1

C= Ty T T 0T Teg@

c——gc—

5 — 53—

C_—§C_ 3 C 130

67 6™ T 2460 2331°
4

072—?05:0

e B35 135

87 78T T9.4.6.8" 24y 0
6

Cg:—§C7ZO

oo T 357 1357

W= "90"®  2.4.6.8.10 2551 °

etcétera. Por tanto,

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y =Co+ C1T + Cox” + c3x” + 4" + c5x” + cgx” + crx’ + cgx” + cgx” + croxT + - - -

- 1, 1 , 13, 1:-3.5, 1:3.57 4
—00<1+2x_222!x TR 7Y TR - R B

= coy1(z) + c1y2(z)

Las soluciones son el polinomio y2(z) = z y la serie de potencias

2nn! ’

1 o]
y1(z) :1+§x2+;(—1) lz| < 1
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Tipos de puntos singulares Una ecuacién diferencial con un punto singular en 0 cominmente no

oo
tendra soluciones en serie de potencias de la forma y(z) = Z cp,x'™, de tal manera que el método
n=0

de célculo falla en este caso. Para investigar la forma que podria tomar la solucién de una ecuacién
de este tipo, se considera que los coeficientes de la ecuacion (2) tienen funciones analiticas, por lo
que se reescribe la ecuacion en la forma estandar

y'+P)y +Qx)y=0

B | ga) = S0
(z) A(z)

Recuérdese que = 0 es un punto ordinario (en oposicién a un punto singular) de la ecuacion (2)
si las funciones P(x) y Q(z) son analiticas en z = 0; esto es, si P(z) y Q(x) tienen desarrollos en
serie de potencias de x convergentes en algin intervalo abierto que contenga z = 0. Puede ahora
probarse que cada una de las funciones P(z) y Q(x) o es analitica o se aproxima a + oo conforme
x — 0. En consecuencia, z = 0 es un punto singular de la ecuaciéon (2) siempre que P(z) o Q(x)
(o ambas) se aproximen a + oo conforme x — 0. Por ejemplo,

donde P(z) =

1 n?
y/'+y’+<1—2)y:0
T T

1 n? e .
se observa que P(z) = — y Q(z) =1 — —; tienden a infinito conforme z — 0. En seguida se pre-
x x
sentard que la aplicacién del método de series de potencias puede generalizarse para aplicarse cerca
del punto singular z = 0 en la ecuacion (2), siempre que P(z) tienda a infinito mas lentamente que

—, ¥ Q(z) no més répido que — conforme z — 0. Esta es una forma de decir que P(z) y Q(z)
x

tienen Unicamente singularidades “débiles” en x = 0. Para establecer esto con mayor precisién, se
reescribe la ecuacion (2) en la forma

y' + Z%y' + %y =0 (3)
donde
px) =z P(z) y qz)=2"Q(x) (4)

Definicién 3. Punto singular regular.
El punto singular x = 0 de la ecuacion (3) es un punto singular regular si las funciones p(z) y q(x) son
ambas analiticas en © = 0. De otra manera es un punto singular irregular.

En particular, el punto singular z = 0 es un punto singular regular si p(x) y q(x) son ambas polinomios.
Por ejemplo, se observa que z = 0 es un punto singular regular de la ecuacién
1 332 2
Y+ -yt 5y =0
x x
nétese que p(z) =1y g(z) = 22 — n? son ambas polinomios en x.
En contraste, considérese la ecuaciéon

223y + (1 + )y +3zy =0
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la cual tiene el punto singular x = 0. Si esta ecuacion se escribe en la forma de (3), se obtiene

(1+x) 3
2
y'+ 2y + 2y =0
€T x

Debido a que

142z 1 1
= = —= -_— —
p(@) 222 272 + 20 °

3 . . . .
conforme z — 0 (aunque ¢(z) = - es un polinomio), se observa que = = 0 es un punto singular irregular.

No se discutira la solucion de ecuaciones diferenciales cercanas a puntos singulares irregulares; éste es
un tema considerablemente méas avanzado que la solucién de ecuaciones diferenciales cercanas a puntos
singulares regulares.

Ejemplo Considérese la ecuacion diferencial
2(1+a)y” + 24 —22)y + (24 32)y =0
En la forma y"” + Py’ + Qy = 0; esto es
/, 4—2% 243z

Y x(l—l—m)y +l‘2(1+1‘)y:
Debido a que
4 — 22 24 3z
P = ——— = ——
@ =1 ¥ 0= mra

ambos coeficientes tienden a co conforme z — 0, donde se observa que z = 0 es un punto singular.
Para determinar la naturaleza de este punto singular, debe escribirse la ecuacién diferencial en la
forma de la ecuacion (3):

4—g? 243z
y// + 14z y/ + 1;—23: y = 0
De este modo,
(2) 4 — x? (2) 24+ 3x
xXr) = €Tr) =
p 1+2 71 1+

Debido a que el cociente de los polinomios es analitico en cualquier punto siempre que el denomina-
dor sea diferente de cero, se observa que p(x) y q(x) son ambas analiticas en = 0. En consecuencia,
x = 0 es un punto singular regular de la ecuacién diferencial dada.

Puede suceder que cuando se empieza con una ecuacién diferencial en la forma general dada en la
ecuacion (1), y se reescribe en la forma en (3), las funciones p(x) y q(x), tal como se dan en (4),
son formas indeterminadas en @ = 0. En este caso, La situacion es determinada por los limites

po = p(0) = lim p(z) = lim P(x) (5)
y
a0 = 4(0) = lim g(x) = lim +Q(x) (6)

Si po = 0 = qq, entonces z = 0 puede ser un punto ordinario de la ecuacién diferencial 2%y +
zp(x)y’ + q(x)y = 0 en (3). De otro modo,
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a) Si los limites en (5) y (6) existen y son finitos, entonces « = 0 es un punto singular regular.

b) Si alguno de los limites no existe o es infinito, entonces £ = 0 es un punto singular irregular.

El caso mas comun en las aplicaciones para la ecuacion diferencial escrita en la forma

x x
g 2 )y,+q(2>y:0
x x
es que las funciones p(x) y q(x) son polinomios. En tal situacion, pg = p(0) y g0 = ¢(0) son

simplemente los términos constantes de esos polinomios, por lo que no hay necesidad de evaluar los
limites en las ecuaciones (5) y (6).
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