Unidad 3 Ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden3.1 Método del factor integrante

Método del factor integrante

Dada la ecuacion diferencial lineal

si multiplicamos ambos miembros por dx, la podemos expresar como
[P(x)y — Q(z)]dz + dy = 0
Es claro que esta forma diferencial no es exacta, pero se vuelve exacta al multiplicarla por el factor

M(l’) _ ef P(z)dx

Para ver esto, se tiene
el P@4dz1p(z)y — Q(x)]dx + el P@idz gy —

tenemos entonces que

oM 0
Mz.y) = el POUP@)y - Q)] = G- = oo (ef O [Pa)y - Q)]) = ef P Pa)
dy dy
Mientras que
ON 0
_ . P(z)dz gy _ v S P(@)dz\ _ [ P(z)dx
N(z,y)=e = 5 = B2 (e ) e P(x)
por lo tanto
oM _ v
oy  Ox

y la ecuacion es exacta.
Tenemos que la forma es

[1(2)P(x)y — p(z)Q(z)]dz + p(x)dy = 0

Esto conduce a generalizar el concepto de factor integrante.

Definicion 1. Si la ecuacion
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (1)

no es exacta, pero la ecuacion
@, y)M (2, y)dx + p(z,y)N(z,y)dy = 0 2)

resultante de multiplicar la ecuacion (??) por la funcion p(z,y) si es exacta, entonces u(x,y) es un factor
integrante de la ecuacion (?7)

Como se encuentra un factor integrante Si u(z,y) es un factor integrante de (??) con primeras
derivadas parciales continuas, se debe tener

5y ()M @) = 5 (nle )N .)
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aplicando la regla del producto

) ) + M) 5 o) = ) o (59) + N ) G (,0)

esto se puede ecribir

0 ON oM

M) G o) = N G o) = i) (G o) = Gt ) ®

Pero en la ecuacion diferencial parcial (?7) despejar a p es normalmente maés dificil que resolver la
ecuacion original (??). Existen, sin embargo, dos excepciones importantes.
Supongamos que la ecuaciéon (??) tiene un factor integrante que depende solamente de x; esto es
= p(x). En este caso, la ecuacion (?7) se reduce a la ecuacion separable

o o -er

P Y z 4

o < I )u (4)
oM _ N

donde % so6lo depende de x. En este caso

o OM _ ON oy OM _ AN
oy ox oy ox
oz ( N ) b= ( N ) .

De manera similar si la ecuacion (?7?) tiene un factor integrante que solo depende de y, entonces la
ecuacion (??) se reduce a la ecuacion separable

o ON _ oM
vB ox oy
9y (M ) 1 (5)

ON _ M
donde <6zz\4ay> sblo depende de y. En este caso

ON
ox

=

Q|

y>dy

ny) = ef<

Meétodo para hallar factores integrantes Si la forma diferencial

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
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no es separable ni lineal, calcule

oM ON

oy Y o
y si

oM  ON

Oy Oz

entonces la ecuacién es exacta. Si no es exacta, considere

oM ON

oy ox
N

si ésta expresion sélo depende de x, entonces un factor integrante esta dado por

En caso contrario considere

Ejemplo identifique la ecuacion como separable, lineal, exacta o que tenga un factor integrante que sélo
dependa de x o s6lo dependa de y.

a) (2z +yx Y)dx + (zy — 1)dy =0
b) (22 sen(z) + 4y)dx + xdy = 0

Solucion Tenemos que

oM _ AN _
a) Oy or _ T 1—y: 1—2zy _ 1
N zy—1  z(zy—1) x
Como el factor
u(:z:) _ effidz — e~ In(z) _ eln(:r_l) _ 1
T
se tiene 1 1
— 2z +yr Ndr + ~(zy — 1)dy =0
x T
simplificando
1
(2+%)dw+ (y—) dy=0
x x
Vamos acomprobar que es exacta, en este caso
Y oM 1
M(z,y) =2+ poling Ty(m’y) =3
¥ Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Ecuaciones Diferenciales 1 3



Unidad 3 Ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden3.1 Método del factor integrante

1 ON 1
N =y - — - -
(mv y) Y - = o (.’L‘, y) 72
se tiene entonces que
oM ON

por tanto la ecuacién es exacta

%—Iyw—%—];’ #?sen(x) +4y 4—-1 3

b =
) N x x) x
Como el factor
M(ﬂﬂ) _ ef Sdz _ e3n(z) _ eln(a:3) — 3
se tiene
23 (z?sen(z) + 4y)dx + x*dy = 0
simplificando
(z° sen(z) + 2°4y) dz + (2*) dy = 0
Vamos acomprobar que es exacta, en este caso
oM
M(x,y) = 2°sen(z) + 2°4y = 8_($’y) = 423
Y
ON
N(z,y) =2* = 8—m(a:,y) = 43

se tiene entonces que

oM (2.9) ON (2.9)

—(z,y) = — (=

ay ) y 61; ) y
por tanto la ecuacion es exacta
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