Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

Ejemplos de Ecuaciones

Ecuacioén de Airy En las ciencias fisicas, la funciéon Airy (o la funciéon Airy del primer tipo) Ai(x) es
una funcion especial que lleva el nombre del astrénomo britanico George Biddell Airy (1801-1892).

La funcion Ai (x) y la funcién relacionada Bi (x) son soluciones linealmente independientes de la
ecuacién diferencial.
y'—zy=0

conocida como la ecuacion de Airy o la ecuacion de Stokes. Esta es la ecuacion diferencial lineal de
segundo orden mas simple con un punto de inflexién (un punto donde el caracter de las soluciones
cambia de oscilatorio a exponencial).

La funcion Airy es la solucién a la ecuacion de Schrédinger para una particula confinada dentro de un
pozo de potencial triangular y para una particula en un campo de fuerza constante unidimensional.
Por la misma razon, también sirve para proporcionar aproximaciones semiclasicas uniformes cerca de
un punto de inflexion en la aproximacion WKB, cuando el potencial puede aproximarse localmente
por una funcién lineal de posiciéon. La solucion de pozo de potencial triangular es directamente
relevante para la comprension de muchos dispositivos semiconductores.

La funci6n Airy también subyace a la forma de la intensidad cerca de una caustica direccional
oOptica, como la del arco iris. Histéricamente, este fue el problema matematico que llevo a Airy a
desarrollar esta funcion especial.

Una funcién diferente que también lleva el nombre de Airy es importante en microscopia y astro-
nomia; describe el patrén, debido a la difraccion e interferencia, producido por una fuente puntual
de luz (una que es mucho mas pequeiia que el limite de resolucién de un microscopio o telescopio).

Soluciéon de la ecuacion diferencial de Airy Dada la ecuacion diferencial

y'—xy=0
(oo}
usamos el método de la serie de potencias y proponemos la solucién y = Z cpx™. Al sustituir en
n=0
la ecuacion diferencial se tiene
o0 oo
n(n—1)c,2" % —x Z cpz” =0
n=2 n=0
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

oo

Z n(n — 1)e,z™™ Z cpx™t

n=2

expandiendo el primer sumando

oo oo
2c9 + E n(n — 1)cnac"*2 — Z cpx™ T =
n=3 n=0

recorriendo indices
202—1—2 n+3)(n+2)c szt ch =
n=0

de lo anterior 2c, = 0 implican cs = 0. Por otro lado

Cn
n+3 n—i—an —Cn:O:>Cn [ —
(n+3)(n +2)enss BT+ 3)(n+2)
sustituimos n =0, 1, 2, ... y obtenemos
o — Cq o 2'561
g = 2 TT76 1
3-2 cs
C R = —— =
Cq4 = ﬁ 8 8 . 7
Co o o — 676 4. 700
ST T 9.8 o
C3 4co C7 2 5+ 8¢y
g = — = — cl9 =
765 6l 79097 100
Se tiene el patron
0 1-4-7---(3n— 2:5-8---(3n—1)
C: = C = C =
3n—+2 ) 3n (3n>' ) 3n+1 (37”L+ 1)'
escribimos la solucién
y:chx”:co+clx+62x2+03x3+~-~
1 2 4 -5 4-7 4 2:5-8
Yy=cy+crx+ gcom + Eclm + acoa: + —7' clx + o cox” + 101 x4
11 4 479 2 2572-5~810
o0
B 1-4---(3n— 2:5---(3n—1) 5,1
y_conz:% (3n)! 12 Gn+1)!
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

Ecuacion de Hermite Charles Hermite (1822-1901) fue un matemaético francés que realizé investiga-
ciones sobre teoria de niimeros, formas cuadraticas, teoria de invariantes, polinomios ortogonales

La ecuacion de Hermite es nuestro primer ejemplo de una ecuacién diferencial, que tiene una solucién
polinomial. Tenemos que determinar la eleccién correcta para los coeficientes (c;,)

Solucién de la ecuacion de Hermite Considere la ecuacion diferencial

" 2xy + Ay =0
(o]
para esta ecuacién proponemos la solucién en serie de potencias E cpx™. Al sustituir en la ecuacon

. n=0
se tiene

(oo}

oo o0
g nin — De,z™ % — 2z E nepx™ A g cpx™ 2
n=1 n=0

i n(n —1)cpx Z 2ne,x’ + Z Aepa™ 2 =
n=2
i(n + 2)(TL + 1 Cn+2$ Z 2ncp,x™ + Z Aepz" T =
n=0

Z (n+2)(n+ 1)cpta — 2nc, + Acy) 2™ =0
n=0
(n+2)(n+ 1)epg2 — 2ncy, + Ay, =0
Obtenemos la relacién de recurrencia

(2n —\)

Cpn42 = (n+1)(n+2)cn

tomando n = 0,1, 2, 3, ... se obtiene
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

c 4_>\c (
_ 2 T AR
02—2.160
2\ _6-A
B= 534 C5_5~463_<
la solucién nos queda
A 4— XA 8—N)4 -

4- (=N
16

4.3 2-

6—)\(2—>\)C>: (6 —A\)(2—\)

2—A
3+

4!

) - -t

€o

5!

6=NC=X) 5,

3!

51 v

Ecuacion de Legendre En mateméticas, en el anélisis de ecuaciones diferenciales ordinarias, las fun-
ciones de Legendre son las soluciones de las ecuaciones diferenciales de Legendre:

(1—a22)y" —2zy +ala+1)y=0

llamadas asi en honor del matemético francés Adrien-Marie Legendre.

Estas ecuaciones se encuentran frecuentemente en Fisica. En particular, aparecen cuando se resuel-
ve la ecuacion de Helmholtz (un tipo de ecuacion en derivadas parciales) en coordenadas esféricas

mediante el método de separacién de variables.

La ecuacién diferencial de Legendre puede resolverse usando el método de serie de potencias.
Esta ecuacion surge en muchos problemas de fisica, especialmente en problemas de valor de limite

en esferas
(1—a22)y" —2zy' +ala+1)y =0
donde « es una constante.
Solucién de la ecuaciéon de Legendre Escribimos la ecuacion
v+ @)y +q(@)y =0
donde

-2z ala+1)
1—22’ alw) = 1— a2

p(x) =
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

es claro que tanto p(x) como ¢(x) son analiticas en el origen y el radio de convergencia es p = 1.
Proponemos entonces la solucién
o0
y=2 cna"
n=0

al sustituir en la ecuacion
(1 -2y —2zy' +ala+1)y=0

obtenemos
(1—x2)Zn(n—1 Yenz™ —Zxchn n-l a(a+1)zcn:p”:0
n=2 n=0
expandiendo
Z (n—1)epx Z (n—1Depz fochnx”*1+a(a+1)chx":0
n=2 n=2 n=1 n=0
simplificando
Z n(n — e,z 2 — Z n(n — ez Z 2ne, " + Z ala+ 1)e,z™ =0
n=2 n=2
recorriendo las series
oo (oo}
Z(n +2)(n+ 1)cpp22"™ — Z n(n — 1)e,z" Z 2nepz™ + Z ala+1)e,z" =0
n=0 n=0
simplificando
Z[(n +2)(n+ 1)cpia —n(n —1)e, — 2ne, + a(a+ 1)ey]z™ =0
n=0

se tiene entonces

(a—n)(a+n+1)

(n+2)(n+ Denyz = nln = Den = 2nen + ala+ Dealz" =0 = enpy = === —=y=cn

sustituyendo n =1,2,3, ...

o ala+1) .
2= "5 @
a—1)(a+2
RS
o (@ —=2)(a +3)c _ (@=2)(a+3) [ ala+ 1)C _ (a=2)a(a+ 1)(0(—!—3)c
4 4-3 2 4-3 2.1 °) 7 41 0
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

C1

05:7(04—3)(01—}—4) _ (a=3)(a+4) <(a—1)(a+2) 1> _ (a=3)(a—1)(a+2)(a+4)

5.4 2T 7T 5.4 3.2 5!
se tiene el patron

(a+2n—1)(a+2n—=3)- - (a+ Da(a—2)--- (o —2n + 2)

con = (=1)" (2n)!

Co

(a+2n)(a+2n—-2)---(a+2)(a—1)(a—=3)--- (@ —2n+1)

n =(=1)"
cant1 = (=1) 2n+1)! “
escribimos la soluciéon
Y = coy1 + c1y2
donde
= (a+2n—1)(a+2n—-3)---(a+ Dafa—2)--- (a —2n+2) ,
=1 —1)" n
u *;( ) 2n)! v
y
> (a+2n)(a+2n—2)--(a+2)(a—1)(a—3)---(a—2n+1) 5,
— —1)" n
v2 “;( ) 2n + 1)1 v

Ecuacion de Laguerre Los polinomios de Laguerre son una familia de polinomios ortogonales, llamados
asi en honor de Edmond Laguerre, surgen al examinar las soluciones a la ecuacién diferencial:

vy +(1—2)y +my=0, meZ"

Edmond Nicolas Laguerre (9 de abril de 1834, Bar-le-Duc - 14 de agosto de 1886), fue un matemaético
francés, conocido principalmente por la introduccién de los polinomios que llevan su nombre.

Comenz6 sus estudios en la Ecole Polytechnique (Promocion X1853). Efectué una carrera militar
de 1854 a 1864 como oficial de artilleria. Luego, fue tutor de la Ecole polytechnique.

Gracias al apoyo de Joseph Bertrand, obtiene la catedra de fisico mateméatico en el Colegio de
Francia, en 1883, y se convierte en miembro de la Academia de Ciencias en 1885.

Laguerre publicé méas de 140 articulos sobre los diferentes aspectos de la geometria y del anélisis.
Sus obras completas fueron publicadas en diez volimenes entre 1898 y 1905 por encargo de Charles
Hermite, Henri Poincaré y Eugéne Rouché.
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

Solucién de la ecuacion de Laguerre Escribimos la ecuacién

y' +p(x)y +qx)y =0

plx)=1—z, q(z)

es claro que tanto p(z) como ¢(z) son analiticas en el origen. Proponemos entonces la solucion

)
n=0

al sustituir en la ecuacién

= mx

zy" +(1—x)y +my=0

obtenemos

o0 o0

xZ(n—l—r)(n—l—r — ey,

n=0 n=0

expandiendo

x Z(n +r)(n4r—1)c "2+ Z(n +r)epx
n=0 n=0
simplificando

o0 oo

Z(n +r) (47— ezt 4 Z(n + r)epx

n=0 n=0

n+r—1

[e)

STln+r)(n+r—1)+ (n+r)eaz

n=0

n+r—1

00 e}
QCnxn+r—l

n=0 n=0
recorriendo los indices

o0 o0

>0+ 1)t

n=0 n=1

tomando el primer elemento de la primer suma

"2 4 (1 — 1) Z(n +7)en,

n+r—1 _

x Z(n +r)epx

—Z(n—i—r
~3 M) -

n=0

= ln+r)

—Z[(n—i—r—l)—

o0
xn-i—r—l +m E Cnl'n+T _
n=0

o0

n=0

oo

2" 4+ m E cpz™t

n=0

oo

mlc,z" " =0

—m]c, " =0

mlc,_ 12" T =0

o0 o0
r?cox” Z n+r)2c,a" Tt — Z[(n +r—1)=m]e, 12"t =0
n=1 n=1
agrupando
oo
r2cox” Z n+1r)2c, —[(n+7r—1)—mle,_1]z" "1 =0
n=1

&S]
n+r—1 +m E Cn$n+r _
n=0
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

se tiene entonces
TQComrfl =0r=0
n+r—1—m

(47, —[(n+r—1)—mle,.1=0 = ¢, = ez
con r = 0 se tiene
n—1—m
Cn = ch—l
sustituyendo n = 1,2, 3, ... tenemos
-m -m
C1 &

== () — 0
o2 ;2m02 _2 ;2m <( )zm(g!)—2 1)CO> —(c1) (m —;)(T;L!()? — 1)00 ~(C1)? (m — 2();7)(27;1 —1)
se observa el patron
o = (_Unm(m— (m—2)---(m—n+ 1)CO

(n!)?

por tanto la solucién de la ecuacién de Laguerre es:

:L,’I'L

y=ey (- Rt
n=0

e “ B nm(m—1)(m—2)---(m—n+1)(m—n)!xn
= 0;} 2 (m — )il

- m!
— _1 n n
CO;( L e P
Ecuaciéon de Chevyshev La ecuaciéon de Chebyshev es la ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden.
(1—2%)y" —ay +a’y =0

donde « es una constante real (o compleja). La ecuaciéon lleva el nombre del matematico ruso
Pafnuty Chebyshev. Es conocido por su trabajo en el area de la probabilidad y estadistica.
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

Solucién a la ecuaciéon de Chebyshev La ecuacién de Chebyshev
(1—2%)y" —ay +a’y =0

en el punto z = 0 tiene un punto ordinario, por lo que se tiene una solucién de la forma

o0
y= E cpx”
n=0

sustituyendo en la ecuaciéon
(1—2?)y" —ay +a’y =0

obtenemos -
(1—952)271(71710” foncn " 1+a220n -
n=2
expandiendp
o0 oo o0
Zn(n—lcn —xQZ (n—1)cpa” —mchnsc"_l—&—aQchx"—
n=2 n=1 n=0
simplificando
oo oo
Z n(n —1)ecpz™ 2 — Z n(n — 1),z Z ne,x" + o Z =0
n=2 n=2 n=0

recorriendo indices en el primer sumando

oo

in—i—? Y(n+ 1)cpqoz™ Zn(n—lcn chx —1—042ch =

n=2

extraemos los primeros términos del primer sumando

(2)(1)cox® + (3)(2)caz + Z(n +2)(n+1)cppox™ — Z n(n—1)c,z"™ — Z ne,z" + o Z cpa™ =0
n=2 n=2 n=1 n=0

ahora extraemos el primer sumando del término en rojo

oo (oo} oo oo
(2)(1) 22’ +(3) (2)C33:+Z(n+2)(n+1)cn+2x"—z n(n—1)cpa"—(1)ciz — Z nep, "o Z cpx =
n=2 n=2 n=2 n=0

finalmente extraemos los primeros términos del tltimo sumando

(2)(De2z” + (3)(2)esz + > (n+2)(n+ Dengoa™ = > n(n—1)eua™—(1)erz — Y ne,a”

o0
+aleoa® + ey + E cpx =0

n=2
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

agrupando

2¢y + a’co + (6c3 — ¢ + a’cq) + Z[(n +2)(n+ 1)enge — n(n — 1)c, — ne, — acylz™ =0

n=2
tenemos que

2

«

2co + a200 =0 = c = —?co
1—a?
603—C1+a261:0:>63: 5 c1
n? —a?

(n+2)(n+ Depro —n(n —1)e, — ne, — a’cp = Cnpo = Cn

(n+1)(n+2)

sustituyendo n = 0,1, 2, ... se tiene

o
Cy = _?CO
_ 1—a?
G Ty @
22— 22— o (22— a?)(—a?)
AT T3 2T 43 2 )~ 41 0
. 73270426 32 —a? 1foz2c 7(327042)(17042)6
T 5.4 P 5.4 3t )T 51 !
42 _ CYQ 42 _ 042 (22 _ 042)(—042) (42 _ 062)(22 _ 042)(—042)
Cp = Cyp = C = C
7 76.5 ' 65 Al 0 6! 0
se observa el patron
(20 2 ~ a?][(20 — 4)° — %]+ (22 - 0?)(~0?)
Con = Co
(2n)!
[(2n —1)* = a?][(2n = 3)* = a?] - (3° = a®)(1 — o?)
Cont1 = c1

(2n+1)!

y la soluciéon de la ecuacion de Chebyshev es:

T (1 L i": [(2n —2)%2 — a?][(2n — 4)2 — a?]--- (2% — a2)(—a2)> s

(2n)!

o~ [(2n—1)2 —a?)[(2n = 3)* —a®]- - (3° —a®) (1 —a®) | 5,44
a (Z (2n +1)! ) v

n=1
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Ecuaciéon Hipergeométrica de Gauss A continuacion resolvemos la ecuacion diferencial de segundo
orden llamada ecuacion diferencial hipergeométrica utilizando el método de Frobenius.
La solucién de la ecuacion diferencial hipergeométrica es muy importante. Por ejemplo, se pue-
de mostrar que la ecuacion diferencial de Legendre es un caso especial de la ecuacion diferencial
hipergeométrica. Por lo tanto, al resolver la ecuaciéon diferencial hipergeométrica, uno puede compa-
rar directamente sus soluciones para obtener las soluciones de la ecuaciéon diferencial de Legendre,
después de realizar las sustituciones necesarias. Para méas detalles, verifique la ecuacién diferencial
hipergeométrica.

La ecuacién hipergeométrica de Gauss es:
a(l—2)y" + [y —(a+ B+ 1zly —afy=0
la cual se escribe en forma

n, = (a+ B+ Dajy _ aBy _
vt z(1—2) x(lfx)y 0

en este caso
plx)=[y—(a+B+1z, qx)=-ap

Se tiene que x = 0, x = 1 son puntos singulares. Frobenius propone la soluciéon

o0
y=Y cpa"t
n=0
sustituyendo en la ecuacién

z(l—a)y" + [y —(a+B+1)zly —afy=0

obtenemos
z(1-x) i(n +7)(n+71—Depz™ 2+ [y — (a+ B+ 1)a] i(n +7)eaz T — i Crx™ " =0
n=0 n=0 n=0
expandiendo
r i(n +7)(n+r = 1)e,a™ T — g i(n +7r)(n+r—1e, "2+ y i(n +1r)epa T
n=0 n=0 n=0
—(a+B+1)x i(n +7)e, ™ — aB i et =0
n=0 n=0
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Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

simplificando
Z(n +r)(n+r— ezt — Z(n +r)n+r—De, ™t 4+ Z(n + 1)zt
n=0 n=0 n=0
—(a—l—ﬁ—l—l)Z(n—i—T)cnx —aﬁch:ﬂ
n=0
recorriendo indices
n+r)n+r— ezt — n+r—1)n+r—2)c,_12" T+ n—+ ezt
> (n+r)( v
n=0 n=1 n=0
—(a+B+1) Z(n +r—1ecp12™ 7 —ap Z Cn1z™TTl =0
n=1 n=1

extraemos el primer término de los sumando primero y tercero

r(r—1)coz”~ 1+Z n+r)(ntr—1)c,z" 1 Z n+r—1)(n+r—2)c, 12" yregz’” 1+’yz n4+r)c

n=1 n=1

o0 oo
—(a+p+1) Zn—i—r—lcn Tl aﬁch 1"ttt =0
n=1

n=1

agrupando
[r(r—1)+ Wr]coxr_l

(oo}

+ Z[(n—|—r)(n—l—r—1)cn—(n—|—7"—1)(n+r—2)cn_1—|—7(n—|—r)cn—(a—!—ﬂ—!—l)(n—!—r—l)cn_l —afe, )zt

n=1

de aqui

r(r=1)+9rjco=0 = r(r=1)+yr=0 = r(r—1+v)=0 = r=0, r=1-7
también
(n+r)(n+r—1)c, —(n+r—1)(n+r—2)cp_1 +y(n+r)cp, — (a+B+1)(n+r—1)c,—1 —afc,—1 =0

(n+r—1n+r—-2)+(a+8+1)n+r—1)+ap

= Cp = n—
m+r)n+r—1)+vn+r) !
oo = (n—i—r—1)(n+r+a+ﬁ—1)+aﬂcn71
(n+r)(n+r+vy-1)
e (n+r—1n+r+a—-1)+n+r—-1)5+ap
" (n+r)n+r+v-1) n-t
m+r—1n+r+a-1)+n+r—1+a)8
= Cp = Cn—1
(n+r)(n+r+v-1)
# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Ecuaciones Diferenciales 1 12

=0

n+r71



Unidad 5 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variablek Ecuacion de Bessel

(n+r+a—-1n+r—1475)

= ¢, =
(n+r)(n+r+vy-1)

n—1

tomando n = 1,2, 3, ... tenemos

(r+a)(r+8)
(L+r)r+7)"
(r+a+\r+8+1) _ (r+at+l)r+p+1) <<r+a>(r+ﬁ>c)
C+r)r+y+1) 2+ +a+D) \NO+nr+q) "

o (r+a+2)(r+ﬁ+2)c :((r+a+2)(r+,3+2)> (r+a+1)(r+B8+1) ((r+a)(r+ﬁ)c>
PTG+ 2 B+r)(r+v+2) Q+n)r+y+1) \A+n)F+7y) "

Una forma de escribir las expresiones anteriores es usando el simbolo de Pochhamer, el cual se define

Cc1 =

Coy =

(@) =ala+1)(a+2)---(a+n—1)

donde (a)g =1 y n es un entero positivo. De esta manera tenemos que

L rta)res)
EICETI
. (7"+04)2(7“+5)2C
2T )2
. (7‘+04)3(7“+5)3
I MR P
y en general
_ (r+a)n(r+B)n

n =

(L+7)n(r +9)n

y la solucién de la ecuacion hipergeométrica de Gauss es

= (T+a)"(r+ﬂ)n n+r
D P (T
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