Unidad 3 Ecuaciones diferenciales no lineales de primer ord&s3 Existencia y unicidad de Picard

Teorema de existencia y unicidad de Picard

Considérese el siguiente problema de valor inicial

Y= Fww), vl = )

donde f es una funcién dada de x y de y.
El problema de valor inicial (1) puede escribirse integrando ambos lados de la ecuacion diferencial y' =
f(z,y) con respecto a x. Concretamente, si y(x) satisface (1), entonces se tiene

[ e as= [ ptspte) as

0

de tal modo que

ym=m+/7@mmm (2)

d
Reciprocamente, si y(z) es continua y satisface (2), entonces & _ f(z,y). Mas aun, y(xg) es obviamente

yo- Por lo tanto, y(x) es una solucion de (1) si y solo si es una solucion de (2).

La ecuacion (2) es una ecuacion integral. Esto sugiere el siguiente método para obtener una sucesion
de soluciones aproximadas y,(z). Se inicia proponiendo una solucién tentativa yo(x). La eleccion mas
sencilla es yo(x) = yo. Para comprobar si yo(x) es solucion de (2) se calcula

mw=m+/7@m@ws

Si y1 () = yo, entonces y(x) = yo es de hecho una solucion de (2). Si no, se utiliza y;(x) como siguiente
opcion. Para comprobar si y;(x) es solucion de (2) se calcula

yo(z) = yo + /”” f(s,91(s)) ds

y asi sucesivamente. De esta manera se define una sucesion de funciones y1 (), y2(z),..., donde

%H@=m+/7@%@ws (3)

Las funciones y,, () se llaman aproximacioes sucesivas o iteraciones de Picard, en honor al matemético
francés que las descubri6. Sorprendentemente, las iteraciones (o iteradas) de Picard siempre convergen,
en un intervalo adecuado, a una soluciéon y(z) de (2).

Ejemplo Calcular las iteraciones de Picard para el siguiente problema de valor inicial y mostrar que
convergen a la solucion y(z) = e*
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Solucién La ecuacién integral correspondiente al problema de valor inicial es

y(z) = 1+/0””y<5) s

Por lo tanto, yo(xz) =1y
x
yl(l'):l-f—/ lds=1+z
0

2

x x T
yg(x)zl—l—/ ylds:l—i—/(l—l—s)ds:l—i—x—l—a
0 0 -

y en general

v x Sn—l
0 0 (n—1)!
-1 z? z"

Ejemplo Calcular las iteraciones de Picard y; (), y2(x) para el problema de valor inicial
y=1+y’, y(1)=1

Soluciéon La ecuacién integral correspondiente a este problema de valores iniciales es

y(:z:)lJr/lw [1+y%(s)] ds

Por lo tanto, yg = 1
yl(x):1+/ 141 ds=1+42(zx—1)
1

= i Tr — 3 S
y2(:z:)—1—|—/1 (1+0+26@-1P) d
=142z —1)+3(x—1)? +4(x —1)> +2(z — 1)*
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