Unidad 4 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 4.1 Ecuaciones no homogéneas

Ecuaciones no homogéneas: El método de Variaciéon de parametros

Dada la ecuacién lineal no homogénea de segundo orden con coeficientes constantes
ay” +by' + cy = g(x) (1)

si se conocen las soluciones de la ecuacién homogénea ecuaciéon lineal no homogénea con coeficientes
constantes

ay” +by' +cy=0 (2)

se busca encontrar una solucién de la ecuaciéon homogénea.
Sean y1(z) y y2(z) soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea (2). Se tratara de
encontrar una solucion particular 1 (x) de la ecuacion no homogénea (1) del tipo

P(x) = w(2)y1 () + uz(2)y2(2)

es decir, se intentara encontrar funciones ui(z) y ue(x) tales que la combinacion lineal wq(x)yi(z) +
uz(x)y2(x) sea una solucion de (1). A primera vista esto podria parecer una idea mala, ya que se esta
cambiando el problema de encontrar una funciéon desconocida v (z) por el problem a aparentem ente
mas dificil de encontrar dos funciones desconocidas uj(x) y us(x). Sin embargo, si se hace la eleccion
adecuada, serd posible encontrar a wui(z) y uz(x) como las soluciones de dos ecuaciones muy sencillas
de primer orden. Esto se hara de la siguiente manera. Obsérvese que la ecuacion diferencial (1) impone
solamente una condicion sobre las dos funciones desconocidas uy(z) y ug(z). Por lo tanto, se tiene una
cierta libertad para seleccionar u;(x) y us(z). El objetivo es imponer una condicion adicional sobre wu; ()
y u2(x) que simplifique la expresion lo més posible. Al calcular

V() = [ury] + uays] + [ufy1 + uhyo]

se ve que ¥"(x) no contiene derivadas de segundo orden de uy y us si

yr(@)uy () + y2(x) + uy(a) = 0 (3)
Esto sugiere imponer la condicién (3) a las funciones uq () y uz(x). En tal caso se obtiene

a” + b + ctp = alury) + uays) + bluays + uayh] + clurys + uzyo]
= iy + Uy + u[ayy + byt + ] + usayy + by + ey
= uyy + uzys
ya que tanto y;(z) como ya(x) son soluciones de la ecuacion homogénea (2). Por lo tanto, ¢(z) =

u1y1 + ugys es una solucion de la ecuacion no homogénea (1) si ui(x) y uq(z) satisfacen a las dos
ecuaciones

y1(@)uy (z) + y2(x)uz(e) =0
y1(@)ui (@) + yo()us(z) = g(2)
Multiplicando la primera ecuacion por y4(z), la segunda por yo(x) y restandolas luego se obtiene

/

11 (@)ys(z) — y1 (@)ya(2)]uy (z) = —g(x)y2(2)
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en tanto que multiplicando la primera ecuaciéon por y(z) , la segunda por y;(z) y restdndolas luego se

tiene,
1 (@)ya(x) — i (@)y2(2)]uy(2) = g(x)y ()

Por lo tanto
' —9(z)y2(z) / g(z)y1(z)

I @@ — @) T @) — v @)ya(@)

Finalmente, u;(x) y ua(z) se obtienen al integrar los miembros derechos de (4).

Ejemplo Encontrar una soluciéon particular ¢ (z) de la ecuacion
1"
Yy +y=tan x
. m 0
en el intervalo —3 <z < 5

Solucion En este caso la ecuaciéon homogénea asociada es

y'(x) +y=0

cuya ecuacién caracteristica es r2 + 1 = 0 cuyas raices son complejas +i, donde en el nimero
complejo o+ if3 se tiene o = 0 y una solucion es y; (z) = cos x, ya(x) = sen z Para hallar uy y usg

tenemos que
y1(2)ys(z) — y1(x)y2(x) = cos wcos x +sen xsen x =1

por lo que
o (a:) _ —g(x)yQ(JJ) _ —tan x sen x
! y1(@)ys(z) — yi (@)y2(z) 1
() = g(z)y1(z) _ tan zcos @
2 y1(@)ys(z) — yy (@)y2(2) 1

Ahora integramos

2
ul(m):/u'l(x)dz:/ftanzsenzdx:—/ Senxsen:vdx:—/M x =

COs T

COos T

:/ cos :cd:z:f/ sec x dr =sen z —In |sec x + tan x|

COS T

sen x
’U,Q(JJ)Z/ ub () d:c:/ tan x cos xdx:/ cos xdx:/ sen x dr = —cos T

Asi que la solucién sera

cos?(z) — 1

cos = dx

Y(x) = uryr +ugys = cos z[sen x—In |sec z+tan z||+sen z[—cos ] = —cos = In |sec x+tan x|

y la solucién general

y(x) =c¢1 cos x4+ co sen x —cos x In |sec =+ tan z
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