Unidad 4 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 4.1 Vibraciones Mecénicas

Vibraciones Mecénicas

El movimiento de una masa unida a un resorte sirve como ejemplo relativamente simple de las vibraciones
que ocurren en sistemas mecénicos mas complicados. Para muchos de estos sistemas, el anélisis de estas
vibraciones es un problema en la solucién de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.
Considérese un cuerpo con masa m unido a uno de los extremos de un resorte que resiste la compresion
y la tension, mientras que el otro extremo esta sujeto a una pared fija, como se muestra en la figura

m ¢

|
Posicion de
equilibrio

Astumase que el cuerpo descansa en un plano horizontal sin friccion, de tal manera que se puede mover
solamente hacia atrés y hacia adelante conforme el resorte se comprime o se estira. Sea x la distancia del
cuerpo desde su posicién de equilibrio hasta la posiciéon donde el resorte no estd estirado. Se considera
x > 0 cuando el resorte esta estirado, y x < 0 cuando est4 comprimido.

De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza de restauracion Fs que el resorte ejerce sobre la masa es
proporcional a la distancia x cuando el resorte se ha estirado o comprimido. Debido a que es el mismo
desplazamiento x de la masa m desde su posicién de equilibrio, se concluye que

Fs = —kx (1)

La constante de proporcionalidad positiva k se conoce como constante del resorte. Notese que Fs y x
tienen signos opuestos: Fg < 0 cuando « > 0, Fs > 0 cuando < 0. La figura muestra la masa unida
a un amortiguador dispositivo para mitigar impactos que proporciona una fuerza directamente opuesta
a la direcciéon instantdnea de movimiento de la masa m. Supéngase que el amortiguador tiene un diseno

. . x
tal que esta fuerza Fr es proporcional a la velocidad v = T de la masa; esto es,

dx
Fr=—cv=—c 7 (2)
La constante positiva ¢ es la constante de amortiguamiento del amortiguador. Comtinmente se con-
sidera la ecuacion (2) como una fuerza friccional especifica en el sistema (incluyendo la resistencia del
aire al movimiento de m).
Si, ademaés de las fuerzas Fs y Fg, la masa esta sujeta a una fuerza externa dada Fg = F(t), entonces
la fuerza total que acttia en la masa es

F=Fs+ Fr+Fg

Utilizando la ley de Newton

F =ma=mv =ma”

se obtiene la ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden

ma” + cx’ + kx = F(t) (3)
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que gobierna el movimiento de la masa.
Si no existe amortiguador (y se ignoran todas las fuerzas de friccion), entonces se fija ¢ = 0 en la
ecuacion (3) y se le denomina movimiento no amortiguado; el movimiento es amortiguado si ¢ > 0. Si
no existe fuerza de excitacion externa, F(t) se reemplaza con 0 en la ecuacion (3). Este caso se conoce
como movimiento libre, y como movimiento forzado en el caso de que F(t) # 0. Por tanto, la ecuacion
homogénea *

mz" +cx' + kx =0 (4)

describe el movimiento libre de una masa unida a un resorte con amortiguador, pero sin que se le apliquen
fuerzas externas.

Movimiento libre no amortiguado Si se tiene una masa con tnicamente un resorte, sin amortiguador
ni fuerza externa, entonces la ecuaciéon (3) toma la forma simplificada

mz” +kr=0 (5)
Es conveniente definir
| k
wo = —
m
y reescribir la ecuacion (5) como
2 +wir=0 (6)
La solucién general de la ecuacion (6) es
x(t) = Acos wy t+ Bsen wy t (7)

Para analizar el movimiento descrito por esta solucion se escogen las constantes C y a tal que

C=+A%2+ B?, cos oz:é sen oz:E (8)

C’ C

B
como se indica en la figura. Notese que aunque tan a = e el d&ngulo « no esta dado por la rama
principal de la funcién tangente inversa (la cual solamente proporciona valores en el intervalo
-7 0 s . .
— < 2z < =). En lugar de esto, « es el angulo entre 0 y 5 cuyo seno y coseno tienen los signos

dados en (8), donde A o B, o ambas, pueden ser negativas. Asi

tan~! (£) si  A>0, B>0 (primer cuadrante)
a=q m+tan~! (&) si A <0 (segundo o tercer cuadrante)

b

2r +tan~! (Z) si A >0, B<O0 (cuarto cuadrante)
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Ahora bien de (7) y (8) se tiene

A B
z(t)=C <C’ cos wot + ol sen wot) = C(cos acoswyt + sen asen wot)

Con la ayuda de la férmula aditiva del coseno, se encuentra que
x(t) = Ccos (wot — )
Asi, la masa oscila de un lado a otro alrededor de su posicién de equilibrio con

1. Amplitud C
2. Frecuencia angular wy

3. Angulo fase a

Tal movimiento se llama movimiento arménico simple.
Si el tiempo t se mide en segundos, la frecuencia angular wg tiene dimensiones de radianes por

rad
segundo (> El periodo del movimiento es el tiempo requerido para que el sistema realice una
S

oscilacién completa, y esta dado por

2
T="
Wo
segundos; su frecuencia es
1 o wo
T 2
en hertz (Hz), la cual mide el namero de ciclos por segundo. Nétese que la frecuencia se mide en
. . . . . . rad
ciclos por segundo, mientras que la frecuencia angular tiene la dimension de | — |.
S
Una gréfica tipica de la funcién de posicion armoénica simple
@
x(t) = Ccos (wot — ) = C cos (wo <t - >> = C cos(wp(t — 9)) 9)
wo
se muestra en la figura
x| |
| |
Ct——>h x(t)=Ccos(og-a) A
i |
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donde estan indicados el significado geométrico de la amplitud C, el periodo T y el tiempo de

retardo

0= —
wo

Si la posicion inicial 2(0) = zo y la velocidad inicial 2/(0) = wvg de la masa son dados, primero
determinese el valor de los coeficientes A y B en la ecuacion (7), después obténgase la amplitud C y
el angulo de fase «, llevando a cabo la transformacion de x(t) en la forma de la ecuacion (9), como
se indicé previamente.

1

Ejemplo Un cuerpo con masa m = 3 kilogramo (kg) estd unido en el extremo de un resorte estirado
2 metros (m) debido a una fuerza de 100 newtons (N)y es puesto en movimiento a partir de la
posicion inicial g = 1 (m) y velocidad inicial vy = —5 (—) (Notese que estas condiciones iniciales

s

indican que el cuerpo se desplaza a la derecha y a la izquierda en el tiempo ¢ = 0). Encuéntrese
la funcion de la posicion del cuerpo, asi como su amplitud, frecuencia, periodo de oscilaciéon y el
tiempo de retardo de su movimiento.

(100N)

(2m) =50 (X)’ de tal manera que la ecuacién (6) lleva a
m) = AN

Solucién La constante del resorte es k =

1
51‘" + 50z =0

esto es;
2" + 100z =0

En consecuencia, la frecuencia angular del movimiento arménico resultante del cuerpo serd de

d
wo = v100 =10 (m) Por tanto, oscilara con periodo
S

2r 2w
T=—=—~0,6283
wo 10 5
y con frecuencia
1 wWo 10
VST 5 T o ,0915 Hz
Si ahora se imponen las condiciones iniciales z(0) =1y 2/(0) = —5 en la funcién de la posicion

x(t) = Acos 10t + Bsen 10t

y
2'(t) = —10 A sen 10t + 10 B cos 10t
1
se obtiene que A=1y B = —3 Asi, la funcién de la posicion del cuerpo es
1
x(t) = cos 10t — 7 sen 10¢
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Por tanto, la amplitud del movimiento es

x(t) = - (% cos 10t — % sen 10t> = ? cos(10t — )

donde el angulo de fase « satisface

2
cosa=—=>0 y sen a=— <0

V5

En consecuencia, « es el angulo en el cuarto cuadrante

Sl

—1

Ve 1
a=2r+tan"! (é) =27 —tan~ ! <§> ~ 5,8195
V5

y el tiempo de retardo del movimiento es

5= L %~ 05820 s
wo

Con la amplitud y el angulo fase aproximado mostrados, la funcién de la posiciéon del cuerpo toma
la forma

1
x(t) = 5 5 cos(10t — 5,8195)
Su grafica se muestra en la figura

x

/\MA
WAV
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