Funciones Inyectivas, Suprayectivas, Biyectivas, Inversas

Relaciones Funcionales

Sean A, B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y contradominio respectivamente. Entende-
remos por funcién de A en B toda regla que hace corresponder a cada elemento del dominio (A) un tnico
elemento del codominio (B).

Para denotar que f es una funcién de A en B, se escribe

f:A—B
se lee f es una funcién con dominio A y codominio B

Definicion 1. f es una funcion de A en B si y solo si f es una relacion entre A y B tal que todo elemento
de A tiene un inico correspondiente en B

Ejemplo Sean A, B conjuntos dados por

A:{flaOaI’Q}a B:{071323374}

y sea f la relacién dada por (z,y) € f & y= 22

entonces se tiene que

/ :{ (*131)7 (0,0), (171)7 (274) }
ya que cada componente es el cuadrado de la primera Tenemos que todo elemento del dominio (A)
tiene un correspondiente en el codominio (B), y ademés tal correspondiente es tnico en el sentido
de que no se tienen dos pares ordenados distintos con la misma primera componente por tanto f es
una funciéon de A en B.
Observacion: Puede ocurrir que elementos distintos del dominio (A) les corresponda un mismo
elemento en el codominio (B), como ocurre con —1, 1, cuyos elemento correspondiente en el contra-
domino (B) es 1; ademas puede ocurrir que elementos del contradomino (B) no tengan un corrres-
pondiente elemento en el dominio (A), como ocurre con 2, 3

Definicion 2. f es una funcion de A en B si y solo si f es un subconjunto de A X B que satisface las
siguientes condiciones de existencia y unicidad

1) YVa€e A, 3be Btal que (a,b)ef
i) (a,b)ef A (a,0)ef = b=c

Si (a,b) € f decimos que b € B es el correspondiente de a € A y suele escribirse b = f(a), es decir, b es
el transformado de a por la funcion f.

Ejemplo Sean
A={a,bc,d} B={1,2,3}

determinar si la siguiente relacion
I= {(aa 1)’ (bv 2)a (0’2)7 (dv 1)}

es funcién.
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Solucion Tenemos que se cumplen las condiciones de la definiciéon, y resulta que f es una funcién tal que
fla)=1, f(b)=2, f(c)=2, f(d)=1
Ejemplo Sean
A={a,b,c,d} B=1{1,2,3}

determinar si la siguiente relacién

[= {(a’ 1)7 (a72)’ (ba2)7 (C, 1)}
es funcion.

Solucién Tenemos que no se cumple la condicion i, ya que no todo elemento del dominio (A) tiene un
correspondiente elemento en el codomino (B) pues d carece de elemento en el domino (A).
También ii no se cumple pues un mismo elemento del dominio (A) tiene dos corrrspondientes en el
codominio (B)
por lo tanto ésta relacion f no es funcion

Funciones Inyectivas I

Sea una funcién f: A — B. Si ocurre que elementos distintos del dominio (A) tienen imagenes distintas
en el codominio (B), entonces f se llama funcién inyectiva, biunivoca, o uno a uno

Definicion 3. Una funcion f: A — B se dice que es inyectiva, biunivoca ¢ uno-uno si:

Vo, z0 €A tal que xy # x2 = f(x1) # f(22)

Equivalentemente, mediante la implicacion contrarreciproca, podemos decir Una funcion f : A — B se
dice que es inyectiva, biunivoca 6 uno-uno si:

Vo, o0 € A tal que f(x1) = f(x2) = 1 = @9

Ejemplo Sea f: N — N dada por f(x) = 2z.
Para ver que f es inyectiva

Sean x1,x2 € Domy tal que f(x1)= f(z2) =21 =220=>21 =22 .. [ es inyectiva

Ejemplo Sea f: R — R definida por f(z) = 23
Para ver que f es inyectiva
Sean x1, 2 € Domy tal que f(z1) = f(x2) es decir
23 =23 = (23 —13) =0 = (11 —x2) (l‘%—i—l‘l.’lﬁg—‘r.’ﬂ%) =0=x—22=0 o x4+ ai=0

Sixl—x2:O:>x1:x2
Suponga ahora que

Pty + i =0 = 22+ 22 = —x1y = w1, Tp tienen signo distintos (1)
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por otro lado
1 #£x2 = (a1 +$2)2 >0 = $%+$1x2+$%+$1xg >0 = 212220

lo cual segin (1) no puede ocurrir, por lo tanto z; = 9
Otra forma de trabajar esta parte seria

—xq9 2 —4x2 —x9E /323
by tri=0 = = 2 2 e R— 2
2 2
por lo tanto
-1, V3
= 7:t .4
I $2< B 1 D) )

Si x5 = 0 entonces x; = 0 y resulta 1 = zs.
Estos son los tnicos valores reeales que satisfacen, y en consecuencia f es inyectiva

Ejemplo Considerese la f : R — R f(x) = 2z + 1, se tiene que, f es inyectiva pues si x1, 22 € Domf
son tales que x1 # x2 = 2x1 #2x9 = 21+ 1#2x+1 = f(x1) # f(22)

3r — 2
Ejemplo Considerese la funcién f: R — {1} = R f(z) = Ll’ se tiene que f es inyectiva pues para
T

x1,To € DOIIlf tal que 1 7& To = 311 7é 3rys = 3xr1—2 % BT — 2 1)

Y tambien se tiene que

1 1
.’1?175$2 = .’171—175.’132—1 = 75 ............................................... 2)
117171 :TJQ*].

Por 1) y 2) (Bz1 — 1) # (Bx2 — 1)

371—1 56‘2—1

= f(z1) # f(z2)
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Funcion Suprayectiva

Sea una funcion f : A — B. Si ocurre que todo elemento del codominio (B) es imagen de algin elemento
del dominio (A), la funcion se llama suprayectiva, sobreyectiva

Definicién 4. Una funcion f: A — B se dice que es suprayectiva si:
VYyeB Jx €A tal que y= f(x)

en el caso de la sobreyactividad, el conjunto de las imagenes se identifica con el codominio (B) de la
funcion

Ejemplo Sea f:Z — Z dada por f(x) = —z + 1. Para ver que es suprayectiva tenemos que
VyeZ = y=f(z) = y=—xz+1lpazxzeZ = z=1—y

por lo tanto
fla)=fl-y=-(1-y+l=-1+y+l=y

y f es sobreyectiva

Ejemplo Sea f: R — R dada por f(z) = 2x. Para ver que es suprayectiva tenemos que

yERéy:%::s%:x

por lo tanto f es suprayectiva,

Ejemplo Sea f: R — R dada por f(z) = 2z 4 1 es una funcion suprayectiva pues dado b € B tenemos
que f(a) =bportanto2a+1=>b = a=2472 oo fle) =) =2052) +1=0b

Ejemplo Sea f: R — R dada por f(z) = 23 es también una funcién suprayetiva pues si b € B entonces

fl@=b - a*=b = a=Vby fla)=f(Vb)=(Vb)?P=b

Funcion Biyectiva

Definiciéon 5. Una funcion f: A — B se dice que es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva simultanea-
mente.

Ejemplo La funcién f: R — R dada por f(z) = —x + 1 es biyectiva pues:
Es inyectiva ya que

VabeRcona#b = —a#-b => —a+1#-b+1 = f(a)# f(b)
Es sobreyectiva pues
VyeZ = y=f(z) = y=—-xz+1lpaze€eZ = z=1—y

por lo tanto
fle)=fA-y)=-(1-y+1l=-1+y+l=y

por lo tanto al ser inyectiva y sobreyactiva, f es biyectiva
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Composicion de funciones inyectivas

Teorema 1. Si f: A— B y g: B — C son funciones inyectivas, entonces go f : A — C es inyectiva

Demostracion. sean x1,x9 € Domy tal que go f(x1) = go f(z2) se tiene entonces que

go f(x1) = go f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2))

como g es inyectiva se tiene que f(x1) = f(x2) y como f es inyectiva entonces x1 = x5 .. go f es
inyectiva O

Teorema 2. Si f : A - B yg: B — C son funciones suprayectivas, entonces go f : A — C es
suprayectiva

Demostracion. Hay que probar que Vz € C' 3z € A tal que g o f(x) = z, se tiene que por ser g : B — C
sobre Jy € B tal que Vz € C g(y) = z dado que f es suprayectivay y € B Jz € A tal que f(x) =y por
lo tanto g o f(z) = g(f(z)) = g(y) = 2. Por lo tanto dado z € C 3z € A tal que go f(z) =z O

Teorema 3. Si f: A— B yg: B — C son tales que go f : A — C es inyectiva entonces f es inyectiva

Demostracion. Sean 1,z € A tal que f(z1) = f(x2) aplicando g se obtiene g(f(z1)) = g(f(z2)) por ser
g o f inyectiva se tiene 1 = x5 en consecuencia f es inyectiva O

Teorema 4. Si f : A - B yg: B — C son tales que go f : A — C es suprayectiva entonces ¢ es
suprayectiva

Demostracion. Sea ¢ € C como g o f es suprayectiva, existe « tal que

esto prueba que ¢ € Im, O

Teorema 5. Sea f la funcién f: A — B, entonces
a) f es inyectiva si y solo si existe g: B — A tal que go f = I4

Demostracion. Sea f inyectiva. Para cada y € f(A) existe un tnico x € A tal que f(z) = y. Seaa € A
fijo definimos g : B — A asi
x st ye f(A)

a st y¢f(A)

g(y) =
es claro que (go f)(y) = g(f(y)) = Ia

Teorema 6. Sea f la funcion f: A — B, entonces
a) f es suprayectiva si y solo si existe h: B — A tal que foh = 1Ip

Demostracion. Sea f suprayectiva. Para cada y C B f~1(y) # 0, para y C B escogemos z € f~1(y) y
definimos la funcién h : B — A como h(y) = x en consecuencia foh = Ip O
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Funcién Inversa '

Toda funcion f : A — B es una relacion; cabe preguntarse si la relaciéon inversa es una funcién. En general
la respuesta es negativa.

Ejemplo Sean A, B conjuntos dados por
A={-1,0,1,2}, B=1{0,1,2,3,4}
y f: A— Bestal que f(z) = 22, se tiene entonces que
f=A{(=1,1), (0,0), (1,1), (2,4)}

de manera que la inversa de esta relacion es el subconjnuto de B x A

{(L_l)v (0,0), (lal)v (472)}

como los elementos 2,3 € B carecen de imagenes en A, entonces esta relacion no es funcion. Ademas
no se cumple la condicién de unicidad ya que el 1 € B tiene dos corrrespondientes en A, a saber
-1,1

Ejemplo Sean A, B conjnutos dados por
A=1{1,2,3}, B={abc} y f={(1,a), (2,¢), (3,b)}
una funcién de A en B. La relacién inversa es
9={(a,1), (0,3), (¢,2)}
es claramente una funcién de B en A, llamada funcién inversa de f.
La composicién
gof={11), (2,2), 3,3)} = Ia
La funciéon g se llama inversa izquierda de f La composicién
fog=A{la,a), (b,0), (c,c)} = I
La funcién g se llama inversa derecha de f
La funcion f: A — B admite inversa si y solo si existe g : B — A tal que
gof=1Is y fog=Is
Si una funcién f: A — B tiene las dos inversas, entonces ambas coinciden
g=golg=go(foh)=(gof)oh=Is0h=h

g=h se llama inversa de f.
Ejemplo.-La funcién f : R — R definida por f(z) = x + 2 admite inversa g : R — R tal que g(z) = x — 2
pues

gof(z)=g(f(z) =g(x+2)=(x+2)-2=2=1Idr
foglx)=f(g(x))=flz-2)=(z—-2)+2=a=Idr
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Teorema 7. Una funcion admite inversa si es biyectiva

Demostracion. Sean x1,x4 € A tal que f(x1) = f(x2) aplicamos g y obtenemos

9(f(x1)) = g(f(22)) = (g0 f)(21) = (g0 f(22)) = 71 = 22

.. [ es uno-uno
Para ver que es uprayectiva sea y € B aplicando la funcién identidad

y=1Idg(y) = fogly) = v = flg(y)

por lo tanto si hacemos x = g(y) € A se tien que f(x) =y .. al ser f inyectiva y suprayectiva entonces f
es biyectiva O

Teorema 8. Una funcion que es biyectiva admite inversa

Demostracion. Definimos una funciéon g : B — A mediante g(y) = x si f(x) = y, tenemos que ver que g
satisface la definicién de funcién. En efecto todo elemento y del domino B tiene un correspondiente x en
A, ya que, por se f sobreyectiva, todo y en B proviene de algin x en A. El correspondiente x asociado
a y es unico, por ser f inyectiva. En efecto si x1, zo fueran distintos de y por f se tendria z; # x5 y
f(x1) = f(z2) =y, lo cual es absurdo pues f es inyectiva

Hay que ver que go f = Id4. Cualquiera que sea A se tiene

(go f)(x) =g(f(x)) =9g(y) = = Ida(x)

Ahora probaremos que (f o g)(y) = Idp se tiene que

(fog)y) = flg(y) = f(z) =y = Idp(y)

Al tener inversa izquierda e inversa derecha entonces la funcion admite inversa y ademas es tnica pues si
¢’ fuera inversa se tendria que

g =g oldg=ygo(fog)=(gof)og=1Idaocg=yg

O

Ejemplo.-Probar que la funcién f(z) = 14, admite inversa para z > —1
Para ver que es inyectiva se tiene que dados z1 # zo € Domy tal que f(z1) = f(x2) se tiene entonces

que
Z1

1 + X9 o 1 + Xro
por lo tanto f es inyectiva

Para ver que f es suprayectiva sea y € Imy tenemos que ver que existe x € Domy tal que f(z) = y. Si
f(z) = y entonces

= X1+ L1 T =T2+ Ty -T1 = T = To

x N Yy
= r=—"
11z 7 1—y

por lo tanto para y € I'my se tiene que existe z = % € Domy tal que f(z) =y
-y

Por tanto al ser f inyectiva y suprayectiva entonces f es biyectiva y por tanto admite una inversa
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