Unidad 3. Espacios Vectoriales Basicos 3.3 Conjunto Generador

Sea W un subespacio no trivial de R2.
W = {(z,y) € R? | az + by = 0}
Y sea L un subespaciono trivial de R2.

L ={(z,y) € R? | yoz — moy = 0}

Sea (x0,yo) un vector no nulo de W. Supoéngase que zg # 0.
Vamos a mostrar que L = W, primero mostrando que

Lcw

Ya hemos probado que si (zg,y0) € Wy (21,y1) € L entonces

_ Yo

Yorr —Toy1 =0 = y1 =
Zo
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Sea A= — e€R y observamos que

Zo
(z1,91) = <~T1, y;m) = (wl) (20,90) = Ao, Yo)

0 Zo
Pero (z0,50) € W y W es un subespacio de R2. Entonces (x1,y1) € W por lo que L C W
W clL

Supongamos que W ¢ L. Existiria (z2,y2) € W tal que (z2,y2) ¢ L. Es decir (z2,y2) € Wy yoza— 2oy #
0. Sea (z,7) € R? cualquiera, y considérese el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas \ y

YoA+yap =y
ToA + o =2

El determinante del sistema es yors — zoy2 7% 0 por lo que existe una unica solucién A, i tal que
Yo + yafi =y
ToA+2ofl =

pero entonces ~ ~ ~
(SL', y) = (ZBO)\ + 1"2:&7 yOA + yQﬂ) = A(an yO) + la(x27 y2)

tanto (zo, o) como (2, y2) son vectores de W. Siendo éste un subespacio de R?, concluimos que (z,y) €
W. Pero (x,y) era un vector arbitrario de R?. Por tanto, W = R2., lo que contradice la hipotesis de que
W es es un subespacio no trivial de R2. Entonces W = L.

Definicion 1. Sea V un espacio vectorial. Sean vy, ...,v, vectores de V. Se dice que el vector v € V es
una combinacion lineal de los vectores vy,...,v,, si existen escalares cy,...,c, tales que

V= C1V] + CoV3 + -+ -+ CcpUp
Ejemplo El vector (14,12,2) en R? es combinacion lineal de los vectores (1,2, —1) y (3,2, 1) puesto que

(14,12,2) = 2(1,2, —1) + 4(3,2,1)
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Al conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de los elementos de un subconjunto S C V' lo
denotamos £(S). Entonces

£(S)={avi+cova+--Fcpvn | €ERv; €8, i=1,..,k, k€ N}
Teorema 1. Sea V un espacio vectorial, y sean vy, va, ..., Uy, n vectores de V. Entonces el conjunto
£(v1,va,...,vn) ={c1v1 + coua + -+ cpup, | ¢ ERv; €8, i =1,..,k, keN}
es un subespacio de V

Demostracion. Sean z,y € £(v1,va,...,v,). Entonces existen c¢1,...,¢, y di, ..., d, en R tal que

r=cv1 +...+cpu,
y=div1+ ... +d,v,

Tenemos entonces que
rHy=cvr+...cpvn +divr + ... dpv, = (a1 +di)vr + ...+ (e +dn)vn

lo que demuestra que x +y € £(v1,va,...,0y)
En forma similar, si A € R se tiene

Ax = Ao+ .o Fepvn) = Aen)vr + .o+ (Aen)vr + .+ (Aen)un

lo que prueba que \x € £(v1,v,...,v,). Entonces, £(vy,vs,...,v,) es un subespacio de V.
Dado que
vi=0-v3+0-v2+---+1-v,4+...+0-v,

entonces los vectores v; € £(vy,va, ..., Up) O

Definicién 2. Sea V un espacio vectorial y sean v1, ..., v, vectores de V. Al subespacio £(v1,va,...,v,)
se le llama subespacio generado por los vectores vy, ..., v,
Definicién 3. Un subconjunto U de un espacio vectorial V es un conjunto generador del espacio vectorial
V si cualquier elemento de V puede obtenerse como combinacion lineal de elementos de U, es decir, para
cualquier v € V se tiene

T = MUy + Aoliy + - - + ApTip

para algunos uy, U, ..., Uy € U, A1, Ao, ..., Ay €R
Ejemplo Para todo (x,y) € R? se tiene
(2,y) = (#,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0,1)
por tanto el conjunto {(1,0),(0,1)} es un conjunto generador de R?
Ejemplo Para todo (x,y,2) € R? se tiene
(x,y,2) = (x,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1)

por tanto el conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es un conjunto generador de R?
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