Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Funciones Trigonomeétricas I

Definicion 1. Dado un circulo de radio 1 y un punto P sobre el circulo a un dngulo 6, definimos

y

A

sin §° = sins

> X

0 L/ A
cos0° = coss

cos @ = Abcisa deP
sen § = Ordenada deP
Si S es el mismo angulo medido en radianes y |S| es la longitud del arco AP entonces
cos S = Abcisa deP

sen S = Ordenada deP

La relacion entre angulos y radianes la podemos escribir en términos de las funciones

fl)=yg (?gg) , gla)=f (%?f)

Ejemplo Tenemos que para un angulo de 90° se tiene

_2m(90) 7180 w
1(90) = 360 360 2

. ) 7r
Ejemplo Tenemos que para un angulo de 5

T 360(%)  360(m)
g (5) 2 4w %
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

(1) Dado que § = 6 + 360 se tiene entonces que
cos(x + 360) = cos(z) y sen(x + 360) =sen(z), Vuz

sin §° = sins

> X

]
cos§° = co§'s

consecuentemente cosf y sen @ son funciones periddicas
(2) Por definicion cosé = Abcisa de Py como —1 < Abcisa de P < 1 entonces
[cosf| <1
Por definicién sen # = Ordenada de Py como —1 < Ordenada de P < 1 entonces
|[senf| <1
(3) Se tiene que
cos(x + 2m) = cos(z) y sen(x+ 27w) =sen(x), Vuz
(4) Por definicién cos@ = Abcisa de P se tiene entonces

cosd =0 & 0==7

¥y

sin §° = sins

/

AbcisadeP=0& 0 =nm

Abcisade P =0 6 =nn
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

(5) Por definicion sen = Ordenada de P se tiene entonces

senf =0 < G:ig

OrdenadadeP =0 0 = +(n +%)7r

/

—

1 S

f sin §° = sins

/0 | |
\ COSG°= Ccos s

OrdenadadeP =0 6 =t+(n+ %)71

> X

(6) Definimos

0 1 1 0
tan@z—sen , secl=——, csc=——, cot= cos
cosf cos sen 0 sen 0

(7) Si tenemos un circulo de radio ¢ entonces

N xZ +y2=C2
p
¢ a _— ¢ a
) ()
b - b
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

por definicién

b a
cosf=- y senff=— = ccosf=0b y csenf=a
c c
Ejemplo Vamos a calcular los valores de 45, en este caso se tiene

1 1
—, sen45=——, tan 45 =1, cot 45 =1, sec 45 = /2, csc 45 = /2
V2 V2

1
a=b=—=yc=1 = cos 45 =

V2
Ejercicio Segun la figura

\ Para P = (z,y) se tiene que el angulo es 6 por
lo que

cosf =z, y senf =y

Para el P = (y, ) se tiene que el d&ngulo es g -0
por lo que

cos(g—e):y = cos(%—@)zsen@

sen(g—ﬂ):x = sen(g—9>:cos9

Para P = (—y, x) se tiene que el angulo es g + 6

por lo que

cos <g+0> = —y = co8 (gfﬂ> = —senf

sen(g—&—G):x = sen(%—l—@)zcos@

Para P = (—x,y) se tiene que el angulo es m — 0
por lo que

cos(m—0)=—x = cos(m—0)=—cosb

sen(mr —60) =y = sen(mw —0) =senf
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

\ Para P = (—x,—y) se tiene que el angulo es
7+ 6 por lo que

cos(m+60)=—x = cos(m+60)=—cosb

sen(m+6)=—y = sen(r+60)=—senf

Para P = (z, —y) se tiene que el angulo es 7 + 0
por lo que

cos(—0) =x = cos(—0) = cosf

sen(—0) = —y = sen(—0) = —send

de esto ultimo podemos decir que cos @ es una funcién par
de esto ultimo podemos decir que sen 6 es una funcién impar
Podemos encontrar ahora el valor de las siguientes funciones trigonométricas

sen 6

(=0)
tan(—0) = = — = —tanf
an(=f) cos(—0) cos 6 o
cos(—0 cos
cot(—6) = seni@% " senf —cot?
B sen(% —9) _cosf
tan( —9) = cos(%—@) = b =cotf
9
cot(ﬁ—e)zcos(2 ) :senﬁztang
2 sen (2 —6)  cosf
T 7sen(§+9)7 cos
tan (5 + 9) = o (% n 9) Ep— cot 0
B cos(g +9) _ —senf
cot( +0) = o (g +9) g tan @
sen (m — 0 sen 6
tan (r —0) = cosgﬂ—Oi T “cosf - tand
cos(m—0 —cosf
COt(ﬂe)senEﬂ'—G; " senf = —cotf
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

P = (cos B, sin B)

Segun la figura por la férmula de la distancia
|PQ|? = (cos A — cos B)? + (sen A — sen B)?

= cos? A — 2cos Acos B + sen® —2sen Asen B + cos® B + sen? B
=2 — 2(cos Bcos A + sen Asen B)

Ahora segin la ley de cosenos
|PQJ* =2 —2cos(A — B)

por lo tanto
2 —2cos(A— B) =2 —2(cos Bcos A+ sen Asen B)

simplificando
cos(A — B) = cos Bcos A + sen Asen B

Si en la férmula anterio sustituimos B por —B se tiene

cos(A + B) = cos(A — (—B)) = cos(—B) cos A + sen Asen(—B) = cos Bcos A — sen Asen B

7r
Si en la formula anterior sustituimos B por B + 3

sen(A + B) = sen Acos B + cos Asen B
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Graficas de las Funciones Trigonomeétricas I

Grafica de la funcién Seno Por la definicion de la funcion seno, cada punto (6,sen ) de la grafica de
esta funcion tiene la misma segunda coordenada que el punto Py. Por tanto, para la gréfica de la
funcién seno puede utilizarse la figura siguiente

4
P4cos 6, sen 6)
AT
i-——
sen0|\0 L , A
]

Q cos 0 x 0 n/2

Cuando 6 toma valores entre 0 y 27, la ordenada del punto Py varia desde 0 hasta 1. Entre % y m,

]

3 .
la ordenada decrece desde 1 haste cero. De 7 a R la ordenada se hace negativa y varia entre O y

3
-1. Por dltimo, de g a 27, la ordenada de Py crece desde -1 hasta cero.

\

3
2 | 2n x
]
|
|

Grafica de la funcion Coseno A partir de la férmula

cos 0 = sen (9+ g)

se sigue que la grafica de la funcién coseno es

‘\—SIZN . /‘\nlz ] /
—2n \/—n/z 0 \/ 32 2r x
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Grafica de la funcién tangente Si 6 es la medida en radianes de un angulo, la funcién tangente es el
cociente de la funcién sen entre la funcién cos, es decir,

. La tangente no esta definida para todos aquellos angulos en los que el coseno se anula, es decir,

Domyan 9:R—{(2]€—;_1)7T|k;EZ}

(6, ta

I
|
|
|
|
I
|
: 1
¥ I
|
P, (n
1
9 1
1
sen 0 1
‘ :
9 |
1
1
|
I
|
|
|
|
1
1
1
1
1
|
1

_________  S—

=2

Py I

S Fp Y - JPUU——

Grafica de la funcién secante Si 6 es la medida en radianes de un angulo, la funcién secante es el
cociente de la funcion constante 1 entre la funcion cos, es decir,

1
cos 6

secl =

. La secante no esta definida para todos aquellos dngulos en los que el coseno se anula, es decir,

2k +1
Domyan g:R—{(;)ﬂ- | kEZ}

»
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Grafica de la funcion Cotangente Si 6 es la medida en radianes de un adngulo, la funcién tangente es
el cociente de la funcién constante 1 entre la funcion tan, es decir,

cos 0
cotf =

sen 6

. La cotangente no estd definida para todos aquellos angulos en los que el seno se anula, es decir,

Domeot 9 =R — {(2k)pi | ke Z}

y
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Gréafica de la funciéon cosecante Si 0 es la medida en radianes de un angulo, la funcién cosecante es
el cociente de la funcién constante 1 entre la funcién sen, es decir,

1

secl =
sen 0

. La cosecante no esta definida para todos aquellos dngulos en los que el seno se anula, es decir,
Domese ¢ = R — {(Qk)pi | ke Z}

y

x (32

P A p———— R
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Unidad 2. Trigonometria

2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Funciones Trigonométricas Inversas.

Al restringir el dominio de las funciones trigonometricas sobre ciertos intervalos se obtienen funciones
biyectivas las cuales tienen una inversa.

Funcién arcoseno f: [—g, g} — [—1,1] definida como f(z) = sen(x) es inyectiva y sobre por lo que
existe f~1[-1,1] — fg, g] y se define como sen~!(y) = x de tal manera que
sen~! (sin(z)) = [sen~! osin] (z) =id(z) =«

sen(sen~!(z) = (senosen~1!)(z) =id(z) = x

y

+
N

ol st

n

2

4 -

sen”l(y)=x

Ejemplo Evaluar sin™* (g)

Solucién Como —1 < ? < 1 entonces y = sinfl(é) =
= sin(y) = § y como sin § = § entonces sin(y) =sing = y=

sin(y) = sin(sin™ (%)) =
m
B 3
f :]0,7] = [-1,1] definida como f(z) = cos(z) es inyectiva y sobre por lo que
existe f~1[—1,1] — [0, 7] y se define como cos™!(y) = z de tal manera que
cos™!(cos(z)) = [cos ™ ocos| (x) =id(z) ==

Funcién arcocoseno

cos(cos~!(z) = (cosocos™ 1) (x) =id(z) =

R

y = cos(x)

cosT'(y)=x
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Unidad 2. Trigonometria 2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Funcién arcotangente tan(z) =y < tan !(y) = z. Donde

. ™
Domarctan = (—OO, OO) mmagen = |——, —

272

Funcién arcocotangente cot(r) =y < cot™!(y) = z. Donde

Domyi-1 = [—00,00]  imagen = (0, )

T T t

—4-3-2-101 1 2 3 4 x

4

Funcién arcocosecante csc(z) =y < csc 1(y) = z. Donde

Domcsc—1 = [_007 _1] U [1a OO] ima‘gen - {_g’o) U, (07 gj|

14
-4 -3 -2 -1 .
ﬂo 12 3 4 x
+ 1

4-2
L3
-+ 4
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Unidad 2. Trigonometria

2.5 funciones trigonométricas e identidades trigonométricas

Funcién arcosecante sec(z) =y < sec”!(y) = x. Donde

Domgec—1 = [—00,=1JU[1,00] imagen = [0’ 72_r) Y, (E’T"}

y
13
_—/ +2
e —————o—=
- +1
y P / ‘
—4-3 -2-10] 1 2 3 4«x

e
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