Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

Eliminaciéon de los términos mixtos de la ecuacién general de 2do grado en dos variables

Una ecuacion de segundo grado en dos variables se puede expresar
A2® +2Bry+ Cy?> + Dz + Ey+ F =0

donde el término en zy indica una rotacién de la superficie que representa dicha ecuacién.
La ecuacion puede escribirse en forma matricial de la siguiente manera

(@ y)(é g) (;)Jr(D E)(;>+F—O

Por otro lado una rotaciéon Ry : R? — R? se representa

Ro(z,y) = (zcosf —ysenf, xsend + ycosb) = (2, y)

r (%) = cosf —senf) (xz\ [
9 \y) = \senf cosé y)  \y

como la matriz asociada a una rotaciéon Ry tiene asociada una matriz de rotacién inversa R_y dada por

R cosf senf
0\ —senf cos®

cosf —senb) (xz\ [
senfl  cos6 y)  \y

Multiplicando por la izquierda ambos lados por la matriz inversa R_y se tiene

cos)  senfb cosf —senf\ (x\ [ cosf sen®) [
—senf cosf ) \senf  cosf y)  \—senf cosO) \y

de manera que como vector columna se escribe

z\ [ cos@ senf) [
y)  \—send cosf) \y

y como vector rengléon se puede escribir
/4 o f[cos@ —send
(I y) o (:c y) (sen@ cosf )

Ahora bien regresando a la ecuacién en forma matricial

(z y)(é g) (§>+(D E)(§>+FO

y en forma matricial

En la expresiéon
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Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

al desarrollar la parte azul se tiene un término mixto que se quiere eliminar por tanto primero usamos la
expresion en verde anterior y obtenemos

@ ) A B\ (z\ _ @ ) cos —senf\ (A B cos senf) [z’
Y\B C y) Y)\send cosd B C) \—senf cosf) \y
en segundo lugar se requiere que B = 0 y por tanto deben existir valores reales A" y C’ tales que
cos® —senf\ (A B cos® senf) (A" 0
senf)  cosf B C)\—senf cosf)  \0 ('
Multiplicando por la izquierda ambos miembros por la matriz inversa de la primera de la izquierda,

obtenemos
A B cos senf\ [ cosf® senf) (A" O
B C) \—senf cosf) \—senf cosf 0o
A B cos \ [ A'cosf A B) (sen@\ (C’'senf
B C)\—senf)  \—A’'senf Y B C) \cosf)  \C’'cosb
N A B cosf \ a ( cos 0 A B) (senf\ o (sen 0
B C)\—senf) —sen Y B C) \cosO) cos

Esto se puede interpretar asi: De existir una rotacion Ry que elimine los términos mixtos de
una ecuacion de segundo grado en dos variables, los vectores columna de la rotacion inversa

R_y, deben ser vectores propios de la transformacion lineal inducida por la matriz de la
parte cuadrdtica

(z ) (g g) <Zj> + (D E)(z v) LF—0

/
Coa (A 0 (2 @ BT e ()
(J} y) 0 Cl y/ vy>\1 Uy)\z y

Vamos a ver que la transformacién lineal inducida por la matriz de la parte cuadrética simpre tiene dos
valores propios reales, en este caso

A—A B

p(A) = det B C—2

‘—)\Q(AC))\+ACB2

El discriminante de esta ecuacién es:
A =(A+0)* —4(AC - B?)
= A% +2AC + C? — 4AC + 4B?
= (A—-0)*+4B?

esta expresion siempre es mayor a cero por lo tanto los valores propios son reales y en consecuencia los
vectores propios siempre existen y por tanto es posible encontrar una rotaciéon adecuada que elimine
términos mixtos de una ecuacién de segundo grado en dos variables.
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Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

Ejemplo Elimine los términos mixtos de la ecuacién

522 — 62y + 5y? — 162 + 16y +8 =0
Solucion En este caso A = 5,2B = —6 = B = -3y C = 5 por lo que la forma matricial de esta

emon (z ) (_53 ;’) (;) +(~16 16) (Z) +8=0

Segun lo siguiente: los vectores columna de la rotaciéon inversa R_y, deben ser vectores
propios de la transformacién lineal inducida por la matriz de la parte cuadratica

1. Vamos a hallar los vectores propios de la matriz de los términos cuadraticos, en este caso

p(N) = det =(5-X)2=9=X—-10\+16

5—-A -3
-3 5-2A

cuyas raicesson A=2y A =8
Para A = 2 se tiene

(52 ()=6)
- (5 35’)3(5) (o)

cuya solucién es x = y sobre esta direccién 0 = % y la pendiente es 1
5—-8 -3 AN
-3 5-8/\y) \0O
N -3 =3\ [z (0O
-3 -3)\y; \o

Para \ = 8 se tiene

-3z —-3y=0
—3z—-3y=0
cuya solucién es x = —y sobre esta direcciéon 6 = T y la pendiente es -1

Se tiene entonces que la matriz correspondiente a la rotacion R_g tiene como columnas a los

2 V2 —V2 V2
vectores <\2[, f) debido al valor propio 2 y (f, f) debido al valor propio 8.

2 2 2
Es decir
5 =3 T T
(z y) <_3 5 ) <y> + (=16 16) <y) +8=0
—_———
2 0\ (2 V2 V2N [
(= ) (0 8) (y,) (—16 16)(\% A ) (y,)
2 2
¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Geometria Analitica II 3



Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

esto nos queda
2z"? + 8y? +16V2y +8 =0

Eliminacién de los términos mixtos de la ecuacién general de 2do grado en tres variables

Una ecuacion de segundo grado en tres variables se puede expresar
Az® + By? + C22 + 2Day + 2FBx2 + 2Fyz + Ge + Hy + 12+ J =0

donde el término en zy, xz, yz indican una rotacién de la superficie que representa dicha ecuacién.
La ecuacion puede escribirse en forma matricial de la siguiente manera

A D FE T T
(x y 2)|D B F|l|y|+(G H I)|ly|+J=0
E F C z z

Se procede de manera analoga al caso en dos variables, si (z/,y,2’) son las coordenadas del punto P’
resultante de haber rotado al punto P de coordenadas (z,y, z), entonces (z,y, z) resultan de aplicar el
inverso de esa rotacion a (2,y', z’). La matriz de una rotacion es ortogonal y, por tanto, su inversa es su
transpuesta y las sustituciones que se deben de efectuar son

(! / / arogzds
(m Y z)—(x Y z) by by b3

C1 Co C3

T a1 as as '

yl =01 b2 b3 Yy

z c1 Cy 3 z

Ahora bien regresando a la ecuacién en forma matricial
A D FE x x
(x y 2)|D B F||ly|+(G H I)|ly|+J=0

E F C z z

al desarrollar la parte azul se tienen términos mixto que se quieren eliminar por tanto se plantea la
igualdad dsiguiente

a; az as A D FE aq bl C1 )\1 0 0
b1 b2 b3 D B F ao b2 Co = 0 )\2 0
C1 C2 C3 E F C as b3 C3 0 0 )\3

Al multiplicar ambos miembros por la izquierda por la matriz inversa de la primera (que por ser ortogonal,
es la tranpuesta) y comparar los correspondientes vectores columna de ambos miembros, obtenemos las
igualdades

A D FE ay al
D B F as | = A1 | as
E F C as as
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Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

A D FE b1 b1
D B F||by] =X|0b
rE F C bs b3
A D FE C1 C1
D B F C2 = )\3 Co
E F C C3 C3

que expresan el hecho de que los vectores columna de la rotacién inversa de la que estamos buscando
deben ser vectores propios de la transformacion lineal inducida por la matriz de la parte cuadratica.
Entonces, la posibilidad de eliminar términos mixtos de una ecuacién de segundo grado en tres variables
equivale a que el polinomio caracteristico de una matriz simétrica de orden tres tenga siempre raices
reales. (la demostraciéon se omite)

Ejemplo Elimine los términos mixtos de la ecuacién
522 4+ 8y + 2% — 222 — V22 — V22 =0

cuya forma matricial es

1 0 -1 T x
(x y 2 0 8 0 y|l+(—v2 0 —V2)|y]|+0=0
-1 0 1 z z

Solucién En este caso A=1,B=8,2E=-2 = FE=-1,2D=0 = D=0y2F =0 = F=0
por lo que la matriz de la parte cuadratica es

1 0 -1
0 8 0
-1 0 1
y su polinomio caracteristico es
1-A 0 -1

p(A)=det| 0 8=\ 0 |=(1-N3(8-X)—(8-))
—1 0 1-X

=@ -N[A-N?-1]
= (8= N[\ —2)]

Las raices de este polinomio son 0,2 y 8, y los sistemas que permiten obtener los vectores carac-
teristicos correspondientes se obtienen al sustituir A por uno por uno de estos valores en las tres
ecuaciones siguientes
1-=XNxz+0y+(-1)z=0
0x+8—=Ny+0z=0
(—Dzx4+0y+(1-X)z=0
Para A = 0 el sistema es
r—2=0
8y =20
—x+2=0
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Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

que implica que z = z y y = 0. Entonces, un vector caracteristico unitario es

(75 3)
V2T V2
Para A\ = 2 el sistema es
—x—2=0
6y =0
—x—2=0

que implica que z = —z y y = 0. Entonces, un vector caracteristico unitario es

(o3

Para \ = 8 el sistema es

—Tr—2=0
Oy=20
—x—T2z=0
que implica que z = z = 0 y y es libre. Entonces, un vector caracteristico unitario es
(0,1,0)
Debemos hacer ahora las sustituciones
1 0 -1 T T
(x y 2)1 0 8 0 y |+ (—vV2 0 —v2) |y +0=0
-1 0 1 z z
0 0 0\ /2 L L 9 /
V2 V2 x
@y 2 (0 2 0) (y’) -2 0 —V2)| 0 0 1 (y’)
/ 1 1 /
0 0 8/\z 5 7 0/ \z

asi la forma canénica de la cuadrica es
2% 4822 —22' =0

y podemos identificarla como un paraboloide eliptico.
Para dibujar el paraboloide, primero trazamos los ejes X’, Y’, Z’ en las direcciones de los vectores
propios y con respecto a esos ejes dibujamos el paraboloide eliptico.

A7
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Unidad 2. Transformaciones 2.4 Eliminacién de términos mixtos

Si el orden de los valores propios hubiera sido otro, por ejemplo 8, 0 y 2, la ecuacién cambiaria
82 4227 — 2/ =0
en ese caso se dibuja el paraboloide respecto a los ejes X’, Y’, Z’ con direcciones

respectivamente y el paraboloide seria exactamente el mismo.
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