Unidad 3. La geometria de la esfera 3.3 Isometrias de la esfera

Isometrias de la esfera

Las isometrias de la esfera S? son las transformaciones T : S? — S? que preservan las distancias medidas

de la esfera.

Una transformacién ortogonal de R3, por definicién, preserva producto interior. Por tanto preserva norma

) )

y manda a la esfera unitaria en si misma, pues es el conjunto de vectores unitarios. Ademas, como la

distancia en S? se definié con el producto interior (es “distancia angular”), también preserva distancias
) )

por lo que su restriccién a S? es una isometria.

Inversamente, si 7 : S? — S? es una isometria queremos ver que es la restriccion de una transformacion

)
ortogonal.
Sean u = T'(e1), v =T(e2) y w = T(e3). Como el tridngulo canoénico ey, ez, e3 tiene sus tres lados de

LT, , . . . .
tamano 5 (igual que sus tres angulos) y T preserva distancias, entonces el tridngulo u, v,w tiene las

mismas caracteristicas

T(e3)

€3

Ty (€2)
€1 e,

Vamos a ver que para T = (z,y,2) € S? se tiene
T(Z) = zu+yv + zw
es decir, que T es lineal, pues entonces T serd la restricciéon de una transformacién ortogonal
1. Sea u, v, w una base ortonormal de R3, entonces para cualquier Z € R3 se tiene que
T=(Z -wu+ (ZT-v)v+ (T -ww

Demostracion. Tenemos que para T = su + tv + rw se tiene

T=suttv+rw = T-u=(sut+tv+rw) - u=s

T=su+tv+rw = T-v

(sut+tv+rw)-v=t
T=sut+tv+rw = T-w=(sut+tv+rw) - w=r

entonces
T=(T wu+ (T-v)v+ (T ww
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2. para T = (1,y,2) € S? se tiene
7-e1 = [7lllerl| cos(£ (7, e1)) = cos(£ (7, e1)) = cos(dsa (7, e1))
por otro lado
T@) u=|[T@)|T(e1)llcos(£ (T(T), T(e1))) = cos(£ (T'(F), T(e1))) = cos(ds2(T(x), T(e1)))
como T es isometria
ds2(T,e1) = dg2(T(T),T(e1)) = cos(dsz(T,e1)) = cos(dgz(T(T), T(e1)))

por lo tanto
ce1 =T(T) u

Sl

Analogamente

]

cea=T(T) v
T-e3=T(T) w
y para T = (z,y,z) se tiene x =T -e1, y=T-e2y 2 =T - e3 por lo que
T@) = (T(@) - w)u+ (T(T) - v)v+ (T(T) - w)w
=(T-e)u+ (T -e)v+ (T -e3)w
= IUu + Yyv + 2w

y queda demostrado que toda isometria de S2 es la restriccion de una transformacion ortogonal de
R3.

Ejemplos Ejemplos de Isometrias en la esfera son

Rotacion Reflexion Reflexion con giro

Lema 1. Cada isometria de S? es la composicion de a lo mds 8 reflexiones

Demostracion. Sean A, B y C tres puntos de la esfera, y sea I : S — S? queremos ver que para llegar a
I(A), I(B) I(C) se necesitan a lo mas tres reflexiones
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1. Sea R; : S? — S? una reflexion en el circulo que equidista de A y I(A). Esta isometria lleva B y C
en R1 (A) y Rl(B)
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2. Sea Ry : S? — S? una reflexién en el circulo que equidista de Ry(B) y I(B). Como
d(R1(A), Br(B)) = d(I(A), I(B))

ya que Rj e I son isometrias, este circulo pasa por Ry(A) = I(A), asi que Ry no mueve a R;(A)
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3. Sea R3: 5% — S? una reflexion en el circulo que equidista de Ry o R1(C) y C’. Como
d(Rz 0 R1(A), Rz 0 R1(C)) = d(I(A),I(C))

ya que Ry o Ry e I son isometrias, este circulo pasa por Ryo R1(A) = I(A) y por Reo R (B) = I(B)
asi que R3 no mueve a Ry 0o R1(A) ni a Ry o Ry(B)
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