Unidad 4. Transformaciones de Mobius 4.2 Plano complejo extendido

Proyeccion Estereografica

Dada una esfera unitaria S y el plano complejo C. Tomando el punto N = e3 = (0,0,1) y haciendo
una proyeccion al plano complejo, se tiene que a cada punto de la esfera le asociamos un punto del plano
complejo C. Al punto N = e3 le asociamos al co

La esfera unitaria
S% = {(x1,x0,23) € R3 | 22 fal 42 =1}

llamada esfera de Riemann es el modelo requerido para incluir el punto al infinito.
Para asociar cada punto z del plano complejo C con un punto (21, s, x3) de S? usamos la siguiente idea.

1. Se toma un punto ez = (0,0,1) € S? y desde e3 se proyecta una linea hacia un punto cualquiera
(71, 2,23) € S?. Esta linea cruza el plano complejo en un tinico punto z

2. Vamos a busca la asociacion del punto (1,22, 73) € S? al punto (21, x2) en el plano que represen-
tarfa al punto z = z1 + iz € C
(a) La recta de e3 al punto (1, z2,23) se puede parametrizar

€3+t(($1,x2,$3)—63)7 teR
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(b) Para esta recta existe un valor t para el cual
les + t((z1,x2,23) —e3)] -e3 =0

(a1, 22 z3)
N

ez + t((xq, %2,x3) — e3)

(e +t((x1,x5,x3) —€3))-e3 =0

es decir
[63 + t((l’17$2,$3) - 63)] €3 = 0 = [(0,07 1) +t(($1,$2,$3) - (070, 1))] . (0,0, 1) =0

= [txq,tx, 1+ t(xs —1)]-(0,0,1) =0
= 1+t(zs—1)=0

= t=

1—$3

(c) Con este valor de t buscamos el punto z del plano complejo asociado al punto (21,9, 73) € S?,
se tiene entonces

1 _ X1 To Ig*l
€3 + 1_x3((3317$2,$3) e3) =e3 + (1—:53’1—953’1—:103

1 xT9 333—1
=(0,0,1
(7 ’ >+<1£C3715E3’1£L’3>

X1 xro
= 0
<1—{E3’1—$3, >

(d) Podemos entonces definir la funcién 1 = S? — {e3} — C como

%11(56175627563):( 7 2 0)

1—1‘371—5637

3. Ahora vamos a encontrar una asociacién del punto z del plano complejo al punto (x1,z2,23) € S?,
para esto se tiene

(a) z = P(21,22,73)
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(b) 22+ 23+ 22 =1
(c) Entonces

122 = x1—|—ix22_x%+3:§+x2_ 1 — 22 14
o 1—{,133 o (1—$3)2 _(1—1'3)2_1—1}3
por lo tanto
1+ x5 [2]? — 1
2
= = =
== SEEES!
Por otro lado
- [ = T T T
Z+z_(1$3+211‘3>+<1133 Zlfﬂg)
_ 21
= z—i—z:l -
— T3
Z+z
x =
T T EEr
finalmente
Y= T T+ X2 B z1 s T2
1—.’173 1—.’173 1—3’33 1—111‘3
9
= 272:11‘%2
— 3
N Z—z
Tog= —F——
SRR

por tanto la funcién 7 : C — S? — {e3} esta dada por

z+Z z2—7z |22 -1
W(Z) - ) ,
2> +174(|z2 + 1) " [2* + 1
haciendo corresponder oo con el polo e3 y con las funciones ¢ y 7 se obtiene una biyeccién de S?
con C. A esta biyeccion se le llama proyecciéon estereografica

Definicién 1. Los puntos del plano complejo junto con oo forman el plano complejo extendido,
denotado C
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