Unidad 4. Transformaciones de Mobius 4.2 Transformaciones de Mobius

Proyecciéon Esteregréfica

Dada una esfera unitaria S y el plano complejo C. Tomando el punto N = e3 = (0,0,1) y haciendo
una proyeccion al plano complejo, se tiene que a cada punto de la esfera le asociamos un punto del plano
complejo C. Al punto N = e3 le asociamos al co

(z1, 2, 23)

La funcion ¢ = S? — {e3} — C como

Z1 L2

¢($1a$279€3) = 1—$3 +Z].—{IJ'3

La funcion 7 : C — S? — {e3} esta dada por

7T(Z):<z+z 22—z z|2—1)

224+ 174(]z]2+1)" |22+ 1

haciendo corresponder oo con el polo e y con las funciones 1 y 7 se obtiene una biyecciéon de S? con C.
A esta biyeccién se le llama proyeccion estereografica.
Proposicién 1. Bajo la proyeccion estereogrifica, circulos en S? se transforman en circulos en C

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Geometria Analitica IT 1



Unidad 4. Transformaciones de Mobius 4.2 Transformaciones de Mobius

Demostracion. Un circulo en S? es interseccién de un plano con la esfera

(x1,x2,x3)

tiene ecuacion

ary + bro +cr3 =d

Este circulo es la imagen bajo la proyeccion estereografica de un conjunto cuyos puntos satisfacen la
siguiente ecuaciéon en el plano

z+7Zz z—Z 2|2 -1
() o () () =
escribiendo z = x + iy, se obtiene
2ax + 2by + c(x? + % — 1) =d(a® + > +1) (1)
Si ocurriera en (1) que ¢ = d entonces se tiene la ecuacion de una recta.

2ax +2by =c+d

Si ocurriera en (1) que ¢ # d podemos completar cuadrados y obtenemos

2 2
Y () =k
T Td R

d+c a 2 b 2
donde k = (c—d>+<c—d> +<c—d> .

Por lo tanto (1) representa la ecuacion de una recta o un circulo.
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Por otro lado, una recta en el plano esta definida
ax +by=c

Estos puntos bajo la proyeccion estereografica son llevados al conjunto de puntos en la esfera definidos

por la ecuacion
X T2
b =
a(1—9€3>+ <1—903> ‘

= axi + bry = (1l — x3)

= ax1 +brs+crs3=c

los cuales estan contenidos en la interseccién de un plano y la esfera, es decir se trata de un circulo.
Se tiene también que (0,0, 1) satisface dicha ecuacion, entonces éste circulo pasa por el polo norte

Finalmente un circulo en el plano esta definido por

|z —al =7

a partir de esta espresién se tiene

= (z—a)(z—a)=r

= (z—a)z—a)=r
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= 2Z—za—azZ+aa=r>

= 2> —za—az + |a]® =12

Ahora bien
|22 — 1 o 143
1‘3 = 3 | | = —_—
|Z| —|— 1 1 — I3

y también
a = a +iag _,__az+az N
( r =34y ) = Re(az) = 5 = 2Re(aZ) = aZ +az

de acuerdo a lo anterior

2 1423

|22 — 2@ — az + |a|* =7 — 2Re(az) =12 — |a|?

— T3

y como Re(aZ) = ajx + asy entonces

1
1 tiz —2Re(az) =12 — |a|?
1+z
= 2 2(a1z + axy) = r* — |al?
1-— I3
1
- 2(a1x — 2agy) = r* — |af?
1-— I3
de la funcién v se tiene
T )
V(@1 22,23) = 7 A p——
——
x y
segun lo anterior
1
s 2(arz — 2asy) = 12 — |a?
1— I3

14+ 3 T T2 2 2
—2 -2 =r2-
1—£L‘3 a“ (1—.’173) a2(1—.’173> " |CL‘

= 1423 — 24171 — 2a979 = (1> — |a|?)(1 — z3)

estos puntos estan contenidos en un plano y por lo tanto constituyen un circulo en la esfera
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