Unidad 2. Transformaciones 2.2 La Matriz de una Transformacion Lineal respecto a una base

La Matriz de una Transformacion Lineal respecto a una base

Si V y U son dos espacios vectoriales y T : V — U es una transformcion lineal, dadas bases
51:{7}1,1)2,...,’1)”}, ﬁle 1%

ﬂQZ{Ul,Ug,...,um}, 626 U

Para el vector v; € V, j =1,...,n existen escalares x1, 2, ..., T, tales que
Vj; = T1V1 + ToV2 + -+ TpUp

ya comprobamos que la matriz de columnas

T(l‘l’Ul)
T T(IITQ?)Q)
(v;) =_
B1 ’
T(zpvn)
expresados en coordenadas respecto a la base U
T(x1v1) n . a1 a2 o Qip 1
T(x2v2) Zj:l 915%3 az1 22 a2n T
T(’Uj) = . = =
: n
B B ) T
' T(Invn) ’ 2]21 Amjj am1 Am2 *°°  (Qmn Tn
——
A v

esto permite obtener la imagen de v; € V bajo T con solo multiplicar la matriz A por el vector columna
de las coordenadas (z1,...,z,) de v; € V bajo la base 1 de V

Ejemplo Para la homotecia de razén k en R?, dada por
Hy(z,y) = (kz, ky)
consideremos la base de R? dada por 81 = {(1,0), (0,1)} y tenemos entonces
Hi(1,0) = (k,0), Hi(0,1)=(0,k)

por lo que la matriz Ay, de homotecia es

kO
= (o 4)

de esta manera podemos obtener la imagen de cada elemento del dominio, es decir si (3,2) € R?

entonces su imagen es:
I 3\ _ (k 0\ (3\ _ (3k
M\2) T\ k) \2) T \2k
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Ejemplo Para la rotacion en R? con centro en el origen por un angulo ¢
Ry(z,y) = (xcosf —ysend,xsend + ycos o)
consideremos la base de R? dada por 8; = {(1,0),(0,1)} y tenemos entonces
Rp(1,0) = (cosB,senf), Ry(0,1) = (—senb,cosb)

por lo que la matriz Ag, de rotacién un angulo 6 es

Ap, = (cos@ —sen 9)

senf)  cosf

de esta manera podemos obtener la imagen de cada elemento del dominio, es decir si (3,2) € R?

. . 2 2 7T
entonces su imagen bajo la rotacién en un angulo 5 es:

R 3\  [cos 2 —sen (5) 0 -1\ (3)_ (-2
2 \2/ " \sen cos ( ga 1 0 2/ \ 3
Ejemplo Considérese las transformaciones 77, T : R? — R? dadas por

Ty (z,y) = (3 + 2y,5z — y)

TZ(x, y) = (—4.’E + 5y, —T + 7y)

La suma de T} y T es la transformaciéon T; + T : R? — R? dada por
(Tl + T2)(££7 y) = Tl(x, y) + T2(‘r7 y)

= (37 + 2y, 5z — y) + (—4z + by, —x + Ty)
Ahora bien si se toma la base de R? dada por 8; = {(1,0),(0,1)}, se tiene

Tl + T2($,y) = (—$ + 7ya4$ + Gy) = Tl + TQ(LO) = (_4a _1)

Ty + To(x,y) = (—x + Ty, 4z + 6y) = T1 +T2(0,1) = (5,7)

-1 7
AT1+T2 = (4 6>

Ahora bien si se toma la base de R? dada por 81 = {(1,0),(0,1)}, se tiene

se tiene entonces

Tl(xay) = (31’ + 2y,5x - y) = Tl(]-vo) = (3a5)

Ti(z,y) = 3z 4+ 2y,5z —y) = T1(0,1) =(2,-1)

3 2
=5 2)

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Geometria Analitica II 2

de manera que




Unidad 2. Transformaciones 2.2 La Matriz de una Transformacion Lineal respecto a una base

Para T3 se toma la base de R? dada por 51 = {(1,0), (0,1)}, se tiene
T2($7y) = (_43j + 5y7 —x + 7y> = TI(LO) = (_47 _1)

Tg(fl',y) = (_4$ + 5y7 —x + 7y) = T1(07 1) = (5’ 7)

4 5
4 =(17)

3 2 —4 5\ (-1 7
An+r, = An +Ar, = (5 1) * <1 7) - ( 4 6)

De manera que Aq, 11, = A, + Ap,

de manera que

y por tanto

Ejemplo Considérese las transformaciones Ty, T : R? — R? dadas por
T (z,y) = (ax + by, cx + dy)

Ta(z,y) = (ex + fy, gz + hy)

La composicion de T} y T» es la transformacion T o T : R2 — R? dada por
Ty o Th(z,y) = Ta(ax + by, cx + dy) = (e(ax + by) + f(cx + dy), g(ax + by) + h(cz + dy))

= (eax + eby + fex + fdy, gax + gby + hex + hdy)
= ((ea+ fe)z + (eb+ fd)y, (ga + he)x + (gb + hd)y)

A A = | f a b\| [(ea+ fc eb+ fd
22 = \g n) \e d)|  \ga+hec gb+hd

De manera que Aq,or, = Ar, - Apy

Por otro lado

Si una transformacion lineal T : R2 — R? se puede representar con una matriz Ap

' e f\ [z
= =ArX
<y) (9 h) <y> !
y si existe la matriz inversa de A;l se tiene entonces
ArX =B = A;'ArX =A;'B

= X=A;'B

se tiene entonces que la matriz asociada a la transformacién inversa 7! de T es Ap—1 que resulto ser la
inversa de la matriz asociada a la transformaciéon T, es decir

Ap1 = AL!
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