Unidad 2. Transformaciones 2.3 Subespacios Invariantes y Transformaciones Rigidas

Definicion y Ejemplos de Transformaciones Rigidas en R? y en R3

Ejemplo Dada una rotaciéon en el plano con respecto al origen un angulo # vamos a encontrar sus
subespacios invariantes, sabemos que la matriz asociada a una rotacién es

An — cos) —senf
Ro = \senf  cosf

en este caso para hallar sus vectores caracteristicos, se tiene que resolver el polinomio caracteristico

cos@ — A —senfd

p(A) = det sen 0 cosf — A

’ =22 —2X\cosf + cos?0 +sen® 0 = A2 — 2\ cosf + 1

Este polinomio tiene solucion sélo si @ = 7, k € Z y las raice son —1,1 dependiendo de la paridad
de k, es decir, si el angulo de rotacién es de una o varias vueltas todos los vectores quedan fijos,
mientras que si el giro es de media vuelta, cada vector (x,y) se transforma en su opuesto (—x, —y).
Ahora bien en el caso de las rotaciones ademaés se tiene que

IT(z, y)|| = [[(z cos & — ysen b, xsen 6 + y cos b)|| = ||(z, y)|

es decir la invarianza no sélo se da en la direccion, también se da en su norma (tamarfio)

v v=T(v)

T(v)

Ejemplo Dada una reflexion en el plano con respecto a una recta al origen que forma un dngulo 6 con
respecto al eje X, vamos a encontrar sus subespacios invariantes, sabemos que la matriz asociada a

una reflexion es
A, — [cos 20 sen 26
Re = \sen 20 —cos 20

en este caso para hallar sus vectores caracteristicos, se tiene que resolver el polinomio caracteristico

cos 20 — A\ sen 260

p(A) = det sen 260 —cos 20 — X\

’ = (cos 20—\)((— cos 20)—\)—sen? 20 = —(cos®> —\?)——sen? 20

=\ -1

Este polinomio tiene solucién —1,1. Los vectores propios correspondientes a uno de estos valores
propios se obtiene al sustituir en el sistema

(cos 20 — X)x + (sen 20)y =0
(sen 20)x + ((—cos 20) — Ny =0
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como el sistema es dependiente, basta resolver una de las ecuaciones, por ejemplo en la primera con
A=1
(cos 20 — 1)z + (sen 20)y =0

= (sen 20)y = —(cos 20 — 1)z
y (1 —cos 20)

z  (sen 26)

(cos? 0 + sen? 0 — (cos? @ — sen? 0))

2cosfsen 6
_ 2sen?d
~ 2cosfsenf
=tanf
esto es, los vectores en la recta reflexion quedan fijos.

En la primera con A = —1
(cos 20+ 1)z + (sen 20)y =0

= (sen 20)y = —(cos 20 + 1)z
y (—1—cos 20)

r  (sen 20)
(—cos? — sen? ) — (cos? 0 + sen? 0))
2 cosfsen
_ 2cos?0

T 2cosfsend

= —cotd

esto es, los vectores de la recta perpendicular a la de reflexiéon se transforman cada uno en su opuesto

[(0)
w = Ré“l(g) ( lf‘)
R(f'l(g)(f U o)

A

Ahora bien en el caso de las refexiones ademas se tiene que
IT(x,y)|| = ||(zcos 20 4+ ysen 26, xsen 20 —ycos 20)|| = ||(z,v)||

es decir la invarianza no sélo se da en la direccion, también se da en su norma (tamarflo)

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Geometria Analitica II 2



Unidad 2. Transformaciones 2.3 Subespacios Invariantes y Transformaciones Rigidas

Ejemplo Dada una transformaciéon T : R? — R? cuya matriz asociada es:

ailp aiz ais
A= |axn a2 ax
asy asz as3

se tiene que

ai; — A a1z a3
p()\) = det(A — )\I) = a1 a9 — A a3
asi asz asz — A

= (a11 — N)[(a22 — A)(asz — A)] — aiz[az1(aszz — A\) — aziazs] + ais[asiass — azi(az2 — )]

La expresiéon anterior es un polinomio real de tercer grado, asi que debe tener al menos una raiz
real ), esta da un valor propio y a esta corresponde al menos un vector propio de la matriz, que da
una direccién invariante.

Si hay dos vectores no paralelos Vi y V5 que se estiran por el mismo factor 7 , entonces todas las
combinaciones lineales de V7 y V5 se estiran por ese mismo factor, asi que todas las direcciones del
plano generado por V7 y V5 son invariantes.

Si para cada A solo hay una direccién que se estira por el factor A\, entonces como hay a lo mas 3
valores de A debe haber a lo mas 3 direcciones invariantes.

A las transformaciones T : V' — V que respetan distancias se les llama transformaciones rigidas

Definicién 1. Una transformacion rigida en un espacio vectorial V, es una transformacion que respeta
las distancias entre puntos. Es decir

d(P,Q) = d(T(P),T(Q))
Ejemplo Consideremos la transformacion traslacion por un vector fijo @ y que esta definida
T=(v) =v+a
en este caso se tiene que dados dos vectores v,v2 € V

d(Ta(v1), Ta(v2)) = || Ta(v1) — Ta(ve) || = [lvr +@ = (v2 + @)[| = [lor — va| = d(v1, v2)
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