Unidad 2. Transformaciones 2.3 Transformaciones Rigidas

Definicion y Ejemplos de Transformaciones Rigidas en R? y en R3

Ejemplo Dada una rotacién en un angulo 6 alrededor del origrn , sabemos que la matriz asociada es

An — cos § —sen 0
Ro— \sen 0 cos 6

Ahora bien en el caso de las rotaciones ademaés se tiene que
|7 (z,y)|| = [[(x cos§ — ysend,xsend + ycos )| = ||(x,y)]

es decir la invarianza no sélo se da en la direccion, también se da en su norma (tamarfio)

Ejemplo Dada una reflexion en el plano con respecto a una recta al origen que forma un dngulo 6 con
respecto al eje X, sabemos que la matriz asociada es

A, — [cos 20 sen 20
Ro = \sen 20 —cos 26

Ahora bien en el caso de las refexiones ademas se tiene que
IT(x,y)|| = ||(zcos 20 4+ ysen 26, xsen 260 —ycos 20)|| = ||(z,v)||
es decir la invarianza no sélo se da en la direccion, también se da en su norma (tamarfio)

Proposicion 1. Toda transformacion que preserva distancias debe preservar dngulos

Demostracion. Si la transformacién preserva las normas de dos vectores y la norma de su diferencia se
tiene que para vi, vo € V
o1 = val = T (v1) = T(w2)|

y por ley de cosenos
[or = v2l|* = [lua[|* + o2 ||* — 2l[v1||[[v2]] cos 61

I T(v1) = T(w2)|* = T (w)|* + 1T (w2) I* = 2T (01) [T (v2)] cos b

por lo tanto
01 =0,

O

A las transformaciones T : V' — V que respetan distancias y dngulos se les llama transformaciones rigidas
(o isometrias)

Definicién 1. Una transformacion rigida en un espacio vectorial V, es una transformacion que respeta
las distancias entre puntos. Es decir

d(P,Q) = d(T(P), T(Q))
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Ejemplo Consideremos la transformacién traslaciéon por un vector fijo @ y que esta definida
Tz(v)=7+a
en este caso se tiene que dados dos vectores v,v3 € V

d(Ta(v1), Ta(vz)) = [Ta(v1) = Ta(vo) || = lvr +@ = (v2 + @) || = [lvr — val| = d(v1, v2)
Ejemplo Consideremos la transformacién identidad dada por
T(v)=v
en este caso para vy, v € V se tiene

d(T(01), T(v2)) = 1T (v1) = T(R)| = [[ox = v(2)[| = d(v1,v2)

De la definicion de transformacion rigida se puede comprobar que éstas son inyectivas
Proposicion 2. Las transformaciones rigidas son inyectivas

Demostracion. Dado un espacio vectorial V. .y T : V' — V una transformacion rigida se tiene que para
v1,v2 € V tal que
T(’Ul) = T(’Ug)

entonces
d(T(v1),T(v2)) =0

como T es rigida
V1 = Vg

Proposiciéon 3. La composicion de dos transformaciones rigidas es una transformacion rigida

Demostracion. Dadas dos transformaciones 77,75 : V — V tal que T1,T» son rigidas se tiene entonces
que
d(Tz o Ty (P), To o T1(Q)) = d(To(T1(P)), T2(T1(Q)))

=d(Th(P), T1(Q))

(P, Q)
donde la primera igualdad sélo se debe a la definicién de composicién de transformaciones, la segunda
utiliza la rigidez de T, y la tercera utiliza la rigidez de 73. O

Observaciéon: Como la composicién de transformaciones cualesquiera es asociativa, entonces en parti-
cular la composicion de transformaciones rigidas es asociativa, y también cada transformacion rigida se
puede componer con la transformacion identidad dejando a ésta invariante.
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Proposicion 4. Si T es una transformacion rigida y tiene inversa T, entonces T~ es rigida

Demostracion. Dados vy,v3 € V, se tiene
d(T (1), T~ (v2)) = d(T(T (1)), T(T~H(v2)))

pues T es rigida, y como
d(T(T7 (1), T(T ™ (v2))) = d(v1, v2)

entonces T~ es rigida O

Definicion 2. A un conjunto G de transformaciones de un conjunto A se le llama un grupo de trans-
formaciones de A bajo una operacion o: G x G — G si cumple

(1) Ty o Tz € G para cualesquiera Ty, To € G (cerradura)
(2) T1 0 (Tz 0 T3) = (T1 0 T) o T3 para cualesquiera Ty, To, T3 € G (asociatividad)
(3)3Idr € G tal que Ty oldr=1Idr oTy =Ty V11 € G (elemento neutro)
(4)3T7 € tal que Ty o Ty P =T 0Ty =1Idr Y Ti €G (elemento inverso)

Teorema 1. Las transformaciones rigidas del espacio cartesiano forman un grupo bajo la composicion
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