Unidad 2. Transformaciones 2.3 Grupos de Transformaciones Rigidas

Grupos de Transformaciones

Definicién 1. A un conjunto G de transformaciones de un conjunto A se le llama un grupo de trans-
formaciones de A bajo una operacion o: G x G — G si cumple

(1) Ty o Tz € G para cualesquiera Ty, To € G (cerradura)
(2) T1 0 (T2 0 T3) = (T1 0 T3) o T3 para cualesquiera Ty, Te, T3 € G (asociatividad)
(3)3Idr € G tal que Ty oldr=Idr oTy =Ty V11 € G (elemento neutro)
43T eG tal que Ty oIy =Ty o Ty =1Tdr YT €G (elemento inverso)

Teorema 1. Las transformaciones rigidas del espacio cartesiano forman un grupo bajo la composicion

Demostracion. Cerradura
Dadas dos transformaciones 71,75 : V' — V tal que T1,T5 son rigidas se tiene entonces que

d(Ty o Ty(P), T 0 Th(Q)) = d(T2(T1(P)), To(T1(Q)))
=d(Th(P),Th(Q))
d(P, Q)

donde la primera igualdad so6lo se debe a la definicién de composicion de transformaciones, la segunda
utiliza la rigidez de T3, y la tercera utiliza la rigidez de T7.
Asociatividad
Se tiene que

Tyo (T2 0 T5)(P) = Ty o (T2(T5(P))) = Th(T2(T5(P)))

(T1 0 Tz) o T3(P) = (T1 0 To)(T3(P)) = T1(T2(T5(P)))

por lo tanto
Tl o (TQ o Tg)(P) = (Tl O Tg) OTg(P)

y segun el inciso anterior la composicién de transformaciones rigidas es rigida
Elemento Neutro
Consideremos la transformacion identidad dada por

T(v) =wv
en este caso para vy, v € V se tiene
A(T(v1), T(v2)) = T (v1) = T(v(2)]| = [lor = v(2)]| = d(v1,v2)

por lo tanto ésta transformacion es rigida y como la composicion de transformaciones rigidas es rigida y la
identidad deja fija a la transformacién con la que se componga, entonces el conjunto de transformaciones
rigidas tiene un elemento neutro

Elemento Inverso

Si T es una transformacion rigida y tiene inversa T—!, entonces dados vq,v2 € V, se tiene

d(T™ (1), T7 (v2)) = d(T(T™ (v1)), (T~ (v2)))

pues T es rigida, y como
d(T(T™H(v1)), T(T™(v2))) = d(v1, v2)

entonces T~ ! es rigida
Por lo tanto el conjunto de transformaciones rigidas son un grupo bajo la composicién O
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Teorema 2. Las rotaciones en torno al origen forman un grupo conmutativo respecto a la composicion

Demostracion. Cerradura
Dadas dos rotaciénes T, Tp en el plano con respecto al origen en angulos ¢, 6 respectivamente, sabemos
que tienen matrices asociadas

Ap, = (cos¢ —sen¢> . Ap, = <c050 —sen9>

sen¢  cos¢ senf)  cosf

como la coomposicion de transformaciones Ty o Ty es el producto de matrices, se tiene que la composiciéon
tiene asociada la matriz

Ar Aw — cos¢ —seng) (cos¢ —sen¢ ) = cospcosf —senpsent) — cos¢psend — sen ¢pcosf
Re™ o = \gen¢p  cos ¢ sen¢g  cos¢ ~ \sen¢cosf + cospsend —sen@senb -+ cospcosb
_ (cospf —senqb
T \sen¢f  cos ¢l

matriz que corresponde a una rotaciéon alrededor del origen por el angulo ¢ + 6 y como ¢ + 60 = theta + ¢
entonces la composicién es conmutativa.

Asociatividad

Dadas tres rotaciones alrededor del origen cuyas matrices asociadas son A,B,C. Dado que la composicion
de transformaciones es el producto de matrices, basta con comprobar que el producto de matrices es
asociativo.

Teorema 3. Sean A,B,C tres matrices de ordenes tales que las operaciones indicadas tienen sentido.
Entonces

(1) A(BC)—(AB)C

Demostracion.
aixz -+ G1p bin -+ biy i1 -+ Cin

A= + . 1 |,Ae Myx, B=| : .. |, B€ Myx,, C=1| 1 .. 1 |,B€ My
am1 - Gmp bpl e bpr Cr1 e Crn

para (1) tomamos el k-ésimo renglon de la matriz B y lo multiplicamos por la j-ésima columna de C
T
bricij + bracay + -+ bprcry = Zbkscsj = Br;
s=1

tenemos entonces que Jj; es un elemento de la matriz (BC') que vamos a multiplicar por el i-ésimo renglon
de la matriz A

P
ai18i5 + ai2foj + -+ aipBp; = Z aikBr; = 0ij
=1

Entonces

p T p T
0;j = E Qi E brsCsj = E E aikbrsCsj
k=1 s=1

k=1s=1
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Por otra parte un elemento (AB)C se puede obtener multiplicando el i-ésimo renglon de A por la s-ésima
columna de B

p
ailbls + ai2b28 + -+ aipbps = § aikbks = Qs
k=1

esto lo vamos a multiplicar por la j-ésima columna de la matriz C
T
Qj1C15 + QaCoj + -+ QrCrj = E QisCsj = Pij
s=1

se tiene entonces
s

r P
pij = Y CisCoj = 3 Y GikbrsCsj = 0
s=1

s=1k=1

Elemento Neutro
Consideremos la rotacién por un angulo cero cuya matriz asociada es:

cosO0 —sen0\ (1 O

sen0 cosO /  \0 1
que es la matriz identidad, la cual deja fijo cualquier vector.
Elemento Inverso

Al componer la rotaciéon por el angulo —6 con la rotacion por el &ngulo 6, resulta la rotacién por el &ngulo
cero, que es el nestro para la composicién de rotaciones

cosf) —senf [ cos —60 —sen—0\ (1 0
senf  cosf sen—60 cos—0 /  \0 1
O

por lo tanto el conjunto de rotaciones en torno al origen forman un grupo con respecto a la composicién
y como ademés la composicién en este caso es conmutativa entonces el grupo es conmutativo.
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