Unidad 2. Transformaciones 2.3 Descomposicion de una Transformacion Rigida

Descomposicion de una Transformacion Rigida como una Ortogonal seguida de una Traslacion

Ejercicio Pruebe que si T : R? — R? es una transformacion rigida entonces T preserva el producto
interior, es decir si P,Q € R? entonces

T(P)-T(Q)=P-Q
Solucién En este caso si T es rigida
1T(P) -T@) =P -Ql
por lo que
IT(P) = T(@Q)]* = IP - Ql?
= |T(P)|* - 2T (P)-T(Q) + |T(Q)|* = |P|* - 2P Q + Q|
= T(P)-T(@Q) =P-Q

Ejercicio Pruebe que si 7 : R? — R? es una transformacion rigida entonces
T(P+Q)=T(P)+T(Q)
Solucién Se tiene que
IT(P + Q) = (T(P) + T(Q)I? = IT(P + Q)| = 2T'(P + Q) - (T(P) + T(Q)) + |T(P) + T(Q)|]*

=[P+QI* -2(P+ Q) (P+Q) + [P +Q|?
=2|P+QI* - 2|P+ Q|
=0
por lo tanto
IT(P + Q) = (T(P) + T(Q))|* = 0
esto quiere decir que T(P + Q) — (T(P) + T(Q)) = 0 y por tanto

T(P+Q)=T(P)+T(Q)
Ejercicio Pruebe que si 7 : R? — R? es una transformacion rigida entonces
T(AP) = \T(P)
Solucién Se tiene que
IT(AP) = AT(P)|* = |T(AP)|* = 2T (AP) - AT (P) + | AT (P)|*

como T es rigida
T(AP) - A\T(P) = AP - AP = | \P|]?
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por lo tanto
ITAP)|[? = 2T(AP) - XT(P) + [|]XT(P)||* = [|]AP)||* = 2| AP[* + [ AP[* = 0

por lo que
IT(AP) = AT(P)|* =0

esto quiere decir que
T(AP)—XT'(P)=0

y por tanto
T(A\P) = AT (P)

Definicién 1. Sea T : R? — R2. Decimos que T es una transformacion ortogonal, si para cada u,v € R?

se cumple
T(u)-Tw)=u-v

Proposicion 1. Si T : R? — R? es una transformacion ortogonal entonces T es una isometria
Demostracion. Sean u,v € R? se tiene entonces
d(T(u),T(v))* = |T(u) - T(v)]*
= (T(u) = T(v)) - (T(u) = T(v))
=T(u)-T(u) — 2T (u) - T(v) + T(v) - T(v)
=u-u—2u-v+v-v

= (u—v)-(u—v)

2
= [lu—n
d(u,v)?
por lo tanto T es una isometria. O
Proposicion 2. Si T es ortogonal entonces T(0) =0
Demostracion. Como T es ortogonal entonces T es isometria y se tiene que
[T = [lull VueR
por tanto
IT(0)I] = [|off = 0
lo que implica que
T0)=0
O
Con lo anterior podemos asegurar que las siguientes definiciones son equivalentes
(1) T es una transformacion rigida y 7(0) = 0
(2) T es una transformacién ortogonal
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Teorema 1. Cualquier transformacion rigida es composicion de una traslacion con una transformacion
ortogonal

Demostracion. Sea T : R? — R? una transformacion rigida y supongamos que 7'(0) = C. Definimos
ahora una transformacion
U=T_.0T

donde T_. es una traslacion definida como T'(Q) = Q — C. Se tiene que T_.. es rigida y T es por hipotesis
rigida y como la composicién de transformaciones rigidas es rigida se tiene que la transformaciéon U es
rigida.
Se tiene que

UQ0)=T_.oT(0)=T_.(T(0)=T_.(C)=C-C=0

por lo tanto
U0)=0

por lo tanto U es una transformacion ortogonal y como 7. es rigida entonces T~} es también rigida por
lo que
U=T .ol = T}oU=T

y en consecuencia la transformacion rigida T se puede descomponer como una transformacién ortogonal
seguida de una traslacién.
Ademés dicha descomposicion es tnica.
Supongamos que
T=T.0oU T=T,0U

donde U, U’ son ortogonales por tanto U(0) = U’(0) = 0 entonces
a=04+a

= Ta(o)
= Ta(UI(O))

— T(0)
=T.(U(0))

=0+c

lo que implica que T, = T, y por tanto T, o U = T, o U’ implica que U = U’ O
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