Unidad 2. Transformaciones 2.5 Transformaciones Afines

Transformaciones Afines

Definicién 1. Una transformacion del plano R? es una funcion biyectiva T : R> — R? que es continua
y cuya inversa también es continua.

Definicion 2. Transformaciones afines Una transformacion afin es la composicion de una traslacion Tz
con una transformacion lineal L.

AP)=Tw o L(P)=L(P)+d

Esto es, si L es una transformacion lineal y d un vector fijo, la aplicacion que manda cada vector P en
el vector

P'=L(P)+d

es una transformacion afin

Ejemplos Considere la composicién de la reflexién respecto a la recta que pasa por el origen formando
7r
un angulo de A respecto al eje X, seguida de la traslacion segin el vector (1,2)

\ P”=P%(1,2)

Esta transformacion afin del plano toma un vector P = (z,y), y lo manda al vector P’ = (2/,y')
finalmente lo traslada al vectro P = P’ + (1,2). Como las coordenadas de P’ vienen dadas por las

formulas
2’ = xcos éj{) + ysen gz;

! — Ty _ L
y' = xsen 4) ycos (%
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y como P” se obtiene de P’ por traslacion, las coordenadas de P” son:

2" =zcos (%) +ysen (%) +1
y =axsen (%) —ycos(F) +2

Estas son las formulas que dan las coordenadas de la imagen de P.

Diremos que dos figuras del plano son afinmente equivalentes si existe una transformacion afin del plano
que lleve una en la otra.

Definicién 3. Una transformacion de R3 es una funcion biyectiva T : R® — R? que es continua y cuya
inversa también es continua.

Definicién 4. Transformaciones afines Una transformacion afin es la composicion de una traslacion Tz
con una transformacion lineal L.

AP)=Tw o L(P)=L(P)+d

Esto es, si L es una transformacion lineal y d un vector fijo, la aplicacion que manda cada vector P en
el vector

P'=L(P)+d

Ejemplos Considere la composiciéon de la reflexion respecto al plano XY seguida de la traslacion segin
el vector (1,3,2). La transformacion afin definida por estas aplicaciones toma el vector P = (x,y, z)
y lo transforma en el vector P’ de coordenadas

y como P” se obtiene de P’ por traslacion, las coordenadas de P” son:

=241

y//:y/+3

2 =242
es decir,

2 =x+1

y'=y+3

2= —2+42

Estas son las férmulas que dan las coordenadas de la imagen de P.
Teorema 1. Las transformaciones afines forman un grupo, el grupo afin
Demostracion. 1. La composicion de dos transformaciones afines es una transformacion afin, pues
Ay 0 Ai(P) = (Tg 0 Ls)o(Tz o Ly)(P)
= Ly(L1(P) + @1) + @2
= Lo o Ly(P) + (Lo(@1) + o)

en la expresién anterior la parte lineal es la composicién de las partes lineales y el vector de traslacién
resulta al sumar @ » al vector obtenido al aplicar la transformacion Lo al primer vector de traslacion

@,
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2. La asociatividad es valida para transformaciones cualesquiera

3. La identidad puede escribirse como una transformacion afin, si componemos a la traslaciéon por 0
con la identidad

4. La inversa A~! de una transformacién afin A es una transformacién afin, A~!, que se obtiene asi:
P =LP)+d = P=L"YP -d)
=L NP+ L7 (=) = (Ty-1(_ayo L7Y) (P')
O

Notese que la parte lineal de la transformacién inversa es la inversa L~! de la parte lineal L, mientras
que la traslacion en la transformacién A~! corresponde al vector L_l(—ﬁ)

Proposicion 1. Las transformaciones afines preservan rectas, es decir, mandan rectas en rectas

Demostracion. Una recta esta definida como
t={p+tv|teR}
y dada una transformacion afin A = L(p) + d, se tiene
Alp+tv) = Lip+tv)+
= L(p) +tL(v) + @
L(p) + @ + tL(v)

que es una recta O

Ecuaciones del cambio de referencia afin

Sean R = {0; (u1,u2)}, R’ = {0; (u},u))} dos sistemas de referencia afines del plano R2.
Se considera P € R?

Pe

Uy +
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tal que
O? = T1uU + ToU9

/ / /
O'P = y1uy + yauy

— =
0P =00 +0'D

Sean (a1, as) las coordenadas de O’ respecto de R; esto es

sabemos que

/
00" = aiul + agusg
y sean (a1, az2;), @ = 1,2 las coordenadas del vector ) respecto a (u1,us); esto es
/
Uy = a11U1 + a21U2
!
Uy = Q12U1 + A22U2

. . —  —
Sustituyendo lo anterior en OP =00’ + O’ P obtenemos
ﬁ = auy + agug + (yru + yous)

= a1u1 + a2us + (y1(ar1ur + a21u2) + y2(ai2ur + azus))
= (a1 + Y1011 + y2a12)u1 + (a2 + y1a21 + Yoaaz)usa

y como
O—ﬁ\ = T1U1 + ToUs2

se tiene
T1 = a1+ Y1011 + Y2012

T = G2 + Y1021 + Y2022

Matricialmente, el sistema anterior se puede escribir

1 1 0 0 1
1 | =|a1 G111 G12 Y1
To a2 Q21 Aa22 Y2
donde la matriz
1 0 0

ar air a2
a2 Q21 Q22
es la matriz de cambio de referencia de R’ a Ry por lo tanto la matriz

1 0 o\ "

ay aix; a2
az a1 a2

es la matriz de cambio de referencia de R a R’.

Dada entonces una transformacion afin A(P) podemos decir que si P’ = A(P) entonces P = A~1(P’), y
al sustituir (x,y) en términos de (z’,y’) en la ecuacion de un lugar geométrico original, resulta la ecuacion
del lugar geométrico transformado.
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Ejemplo Aplicando la transformacion afin cuya matriz asociada es

transforme las siguientes ecuaciones
(a) —z+2y—3=0
(b)y? = 4

Soluciéon En este caso para la matriz asociada a la transformacién afin

1 0 0
2 -1 1
-2 2 =3
calculamos su inversa, la cual es
1 4 2
0 -3 -2
0 -1 -1

al aplicarla a (1,2',y’) para obtener (1, z,y) tenemos

1 4 2
(1Y) 08 = @ y)

donde se obtiene
z=4—-32"—y

y=2-22"—y

Vamos ahora a sustituir las expresiones anteriores en las ecuaciones originales, se tiene entonces

para (a)

—rx+2y—3=—4-32"—y)+22-22" -y ) -3

— 7‘%/ _ y/ _ 3
por lo tanto la ecuacion de la recta transformada queda

-’ —y —-3=0

para (b)
v —dr = (222" —y)? —4(4 - 32" — )

=42 +y? + 42’y + 42’ — 12

por lo tanto la ecuacién de la pardbola transformada queda

42" +y? + 42’y + 42" —12=0
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