Unidad 4. Transformaciones de Md&bius 4.2 Transformaciones Complejas

Rectas y Circunferencias en el Plano Complejo

La ecuacién de una recta en el plano es ax + by + ¢ = 0. Donde a,b,c€ Ry a? +b% #0. Si z = 2 + iy
entonces

z+zZ z—Z
Tr = —
2 Y YTy
por lo que
ax+by+c:0:>a(z;z>+b<z;z)+c=0
)

4 z L2 L2
= a§+a§—zb§+zb§+0—0

- a—+1b I a—1b =0
2 2 a

€ C— {0} y B = c € R entonces la ecuacion de la recta es

Esto es equivalente a

—1b

a
Sea oo =

az4+az+ =0

Lema 1. Las soluciones de la ecuacion cz + ¢z = r (con ¢ complejo y r real) forman una recta, y todas
las rectas tienen ecuaciones de este tipo

Demostracion. Si ¢ = a + ib entonces
(a+ib)(x +iy) + (a —ib)(x —iy) =r = (ax —by) +i(ay + bx) + (ax — by) + i(—ay — bx) =7
= 2ax —2by=r
esta expresion tiene la forma de una ecuacion de la recta. O
Ejemplo Hallar la expresiéon compleja de la ecuacién de la recta 2z + 3y = 4

Solucién En este caso 3
2e+3y=4 = 2(1)x—2 <—2>y:4

3 3
porlotantosia=1y b= —3 entonces c =1 — 1'5 y la expresion compleja de la recta 2z + 3y = 4

es 3 3
(1—i2)2+<1+i2>z:4
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La ecuacion de una circunferencia con centro (a,b) y de radio r es

(—a)’+(y-b)?*=
= 22 +y® —2ax —2by+a® +b* -1 =0

Haciendo, D = —2a, E = —2b, F = a? 4+ b? — r2, se tiene que la ecuaciéon general de una circunferencia
en el plano cartesiano es
?+9y*+Dr+Ey+F=0

donde D, E F € R. En base que D = —2a, E = —2b, F se puede expresar

D? E?
F="4—" 2
R
se puede decir que
D?  E?
F<—+4+ —
4 + 4
Teniendo en cuenta que
z2+z z2—z 2

2 7 2i
se tiene B
2 +y*+Dr+Ey+F=0 = |2|2+D<Z;L )+E( 5 >+FO
oo D D B B g
z —z+ =Z— —z+ — =
TR 2~
D Ei D E'
i F =
= 2Z+ 22 5 z+ 2 5 —ZzZ+ 0
D .
- zz+(>z+<2+ ) L FP=0
_ (D—Ez) (D + Ei )
= 2z + z+ z+F =
2 2
— FEi . .,
Tomando o = 5 € Cy B =F €R se tiene la ecuacion
2ZZ4az+az+ =0
El radio de la circunferencia se deduce de
D? E?
F="4+——¢2
R
por lo que
D2 E2
=4\/—+——F
" 1
que en términos de «, [
r=+yaa—p0
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tenemos entonces
Z+az+az+ =0 = 2ZZ+az+az+P+aa—aa=0
= zZ4+azt+az+fB+aa=aa—p
= (z4+a)(Z+a)=r?

Lema 2. Las soluciones de la ecuacion (z+ c)(z + ¢) =r (con ¢ complejo y r real) forman un circulo, y
todos los circulos del plano tienen ecuaciones de esta forma

Demostracion. Si ¢ = a + ib entonces
((x+iy)+ (a+ib)((x—iy)+ (a—ib)=r = (z+a)+ily+0)((x+a)—i(ly+b)=r
= (z+a)?+(y+b)2=r
esta expresion tiene la forma de una ecuacion de una circunferencia. O
Ejemplo Hallar la expresion compleja de la ecuacién de la circunferencia (x + 2)% + (y + 3)% = 4

Solucién En este caso a = 2, b = 3 por lo tanto ¢ = 2 4 3¢ y la expresion compleja es

(z+ (2+30)Z+ (2 — 3i)) =4

Transformaciones del plano complejo

1. Traslaciones Una recta se transforma mediante una traslaciéon, en una recta.
Tenemos que la ecuacion de una recta en forma compleja es

az4+az+ =0

Sea b € C fija. Sea Tp(z) = z+ b por lo que 2’ = z+b = 2’ —b = z y sustituimos en la ecuacion
de la recta

az+az+p=0 = az b +alz'-b)+=0
= a(z —b)+alz -b)+8=0
= oz —ab+ar —ab+8=0
= az +az —(@+ab—B)=0
Teniendo en cuenta que

b+ ab

Re(a b) = = 2 Re(a b) =ab+ ab

se tiene - B -
az + a2 —(@b+ab—p)=0 = @z’ +az’ — (2 Re(a b) — ) =0

haciendo 8’ = —(2 Re(a b) — ) se tiene
oz +az —(2Re(ab)—B)=0 = @z +az +5 =0

y esta es la ecuaciéon de una recta
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2. Una circunferencia se transforma mediante una traslacién, en una circunferencia.
Tenemos que la ecuacion de una circunferencia en forma compleja es

2Z + 2W + wZ + ww = r?

Sea b € C fija. Sea Tp(z) = z+ b por lo que 2’ = z+b = 2’ —b = z y sustituimos en la ecuacion
de la circunferencia
(2 = b) (2 —b) + (¢ — b)w + w(2' — b) + ww = r*
= (=0 —b) +2W—bw +w@ —b) +ww =r?
= 22 —2b—b2 +bb+ W — bw + w2 — wb+ ww = 12
= 22 4 w4 we — (2'b+b2) — (bw + wb) +ww = 1> — bb
= 22 4 2w 4w — (b +b2) — (bW + wb) + ww = r* — |b]?

Teniendo en cuenta que

D o
Re(2' b) = y = 2 Re(2' b)=2'b+2'b
Reb) = 22 9 Re(h w) = bw + bw

2

se tiene B
22+ 2+ w2 — (2 Re(2' b)) — (2 Re(b W) + ww = r? — |b]?

= 27+ 204w +ww =r? — |b]> + (2 Re(2' b)) + (2 Re(bw))
haciendo 72 = r2 — |b|? + (2 Re(2’ b)) + (2 Re(b w)) se tiene

= 27 4+ 2w+ w + ww = r'?

y esta es la ecuacién de una circunferencia
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