Unidad 4. Transformaciones de Md&bius 4.2 Transformaciones Complejas

Transformaciones de Rectas y Circunferencias en el Plano Complejo

Sabemos de calculo que la serie de Taylor para las funciones sen(z) y cos(x) son:
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en el caso de la funci6n exponencial
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Si en esta serie sustituimos = por iy con y € R, se tiene
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tomando en cuenta
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y reordenando
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es decir,
e =cos y+isen y
Definiremos las rotaciones en el plano complejo como
_ i

Tr,(z) =€z
esta expresion representara una rotaciéon de dngulo 6 y centro en el origen.
Mientras que

Tro(2) = €2

representara una rotacién de angulo 6 y centro en el punto a.
; Kz

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Geometria Analitica II 1
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Teorema 1. Toda rotacion TRg(z) centrada en un punto a fuera del origen, se puede respresentar por
la traslacion inversa T_gz del punto @ al punto 0, rotando 0 alrededor de 0, y la traslacion de 0 al punto a

Demostracion.

haciendo v = a — ae' se tiene

Se ha encontrado que la rotacion alrededor de cualquier punto puede ser expresada como una rotacion
alrededor del origen, seguida de una traslacion

Tgo = (T o Ry)

Reciprocamente, una rotacién de adngulo 6 y centro en el origen, seguida de una traslacién v siempre
puede reducirse a una sola transformacion en este caso a una rotaciéon

(Tv o TRs) (Z) =T, (TRS (Z))

Transformaciones del plano complejo

1. Rotaciones Una recta se transforma mediante una rotacion (centrada en el origen del plano complejo)
en otra recta

Demostracion. En este caso se tiene

Sustituyendo z en la ecuacién de la recta
aZ+az+B=0 = aze ¥ +a(ze ™) +5=0

e ge tiene

haciendo 2° = z
@e i +a(e )+ =0 = AP +a’ +8=0

que es la ecuacién de una recta O
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2. Una circunferencia se transforma mediante una rotacion (centrada en el origen del plano complejo)
en otra circunferencia

Demostracion. En este caso se tiene

Sustituyendo z en la ecuacion de la circunferencia

2Z + az +az + aa = r?

= (e e 0 £ a(de”) +are—Pam = r?

/

haciendo 2° = 2’¢ =% se tiene

= 2°2° + az® + az%aa = r?

que es la ecuacién de una circunferencia O

Una homotecia de razén r y centro Q, THCT2 es una transformacién en el mismo plano P, tal que la imagen
de un punto p es p’, donde p’ se determina vectorialmente por:

H H
QY =rQp=r(p-Q)
en términos de ndmeros complejos
Tiy (2) = (2 = Q)

La siguiente figura, muestra que el centro es un punto (el origen) fijo y aumente el punto A del segmento
OA por un factor r, sucede igual con cada punto del cuadrado

.
H,

n

En el caso de una homotecia central se tendria

Ty (2)=rz
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Transformaciones del plano complejo

1. Homotecias Una recta mediante una homotecia se transforma en una recta

Demostracion. Hemos definido algebraicamente una homotecia de la siguiente forma

Tuy, =r(2-Q) = Z=r(z-Q) = z:%z’—FQ

Sustituyendo en la ecuaciéon de la recta obtenemos
_ (1 1,
Z+az+pB=0=a|-2Z+Q|+a|-2+Q|+8=0
r r
[ P 1,
= a-zZ+aQ+a—z2 +aQ+5=0
r r
- 1,
= a2z +taz2Z4+aQ+aQ+8=0
r r

= 6%?4— a%z' +2Re(aQ)+8=0
= @z + a2 +r(2Re(aQ) + ) =0
haciendo ' = r(2Re(aQ) + B) se tiene
= az4+az +5 =0
que es la ecuacién de una recta O

2. Una circunferencia mediante una homotecia se transforma en una circunferencia

Demostracion. Hemos definido algebraicamente una homotecia de la siguiente forma

THazr(z—Q) = 2 =rz-Q) = z:%z’—l—Q

Sustituyendo en la ecuacion de la circunferencia obtenemos

2Z + az +az + aa = r?

] e R R o R

. 1 .
haciendo 2° = =2’ + Q se tiene
r
= 2°2° +az®) + az® +aa = r?

que es la ecuacién de una circunferencia O
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