Unidad 4. Transformaciones Complejas 4.2 Transformaciones de M6bius

Transformaciones de Mobius

Definicién 1. Sean a,b,c,d € C tales que ad — bc # 0. La funcion T : C — C dada por

az+b d

es llamada transformacion de Mobius.

Inyectividad La condicién ad — bc # 0 se introduce para que las transformaciones de Mobius sean
inyectivas (y por lo tanto no constantes).

Demostracion. Si z1, 22 € C tales que T(z1) = T(22), entonces

az1 +b az+b
czo+d  czo+d

= (az1 +b)(cza + d) = (aza + b)(cz2 + d)
= (ad —bc)(z1 —22) =0

por lo que T sera inyectiva si ad — bc # 0 O
Caso ad — bc = 0 Tenemos que
T(2) az+b  a(z+ 3)
z) = = = —
cz+d  c(z+ %) c

y la tranformacion es constante.

Composicion de dos transformaciones de Mdbius Tenemos que si

az+b a'z+b
T = —
cz+d Y 2(2) dz+d

con ad —bc# 0y a'd —b'c # 0 respectivamente, entonces

Ti(z) =

¢ (e=th) +a
_daz+adb+Vez+bd  (da+bc)z+ab+bd
C daz+ bt dez+dd  (Ca+dc)z+db+dd

az—i—b) a (‘Ziﬁ) + b

(Ty o Th)(2) = T2o(T1(2)) = Tz (cz td)

Debe cumplirse
(da+be)(db+dd)— (ab+Vd)(da+dc)#0

veamos
(d'a+Vc)(cdb+dd) — (a'b+bd)(ca+dc)=dadd+Vc'b—a'bdc—Vdda
=ad(a'd —b'c) —be(a'd —b'c)
(d'd = V') (ad — be) # 0
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La transformacién de Mébius como composicion de transformaciones Tenemos que

az+b _a(z+d-+b _a(z+4)-4+b

c

crd (1) 1)

T(z) =

a(z+9) =ad4p
c(z+%)  c(z+9)
g_i_bc—ad 1

¢ @ (z+9)

Esta expresion es la composicion de las siguientes transformaciones

d
Ti(z) =z+ — traslacion
c

1
Ts(z) = 2 Inversion

be — ad
T3(z) = 0072@ z Rotacién y homotécia

Ty(2) =2+ & Traslacion
c
es decir
T(z) = (Ty o Tz 0 T3 0 Ty)(z)

Inversa Vamos a ver que la transformacion inversa de una transformaciéon de Mdbius es una transfor-

macién de Mobius
Tenemos que una transformaciéon de Mobius es de la forma

az+b
W="T(z)=
(2) cz+d
donde ad — be # 0. Se tiene que al despejar z, se llega a
b
W = azt = (cz+d)w=az+b

cz+d

—dw+b

= z=——

cw—a

con ad — bc # 0. Esta expresion tiene la forma de una transformaciéon de Mobius, podemos definir
entonces z = S(w) y al calcular T'(S(w)) se obtiene
a (—dw—i—b) b

cw—a

T(S(w)) = @

cw—a
_ —adw + ab + bcw — ab
- —cdw + be + dew — ad
_ (bc—ad)w
bc—ad
Analogamente se verifca que S(T'(z)) = z. Se concluye entonces que S es la funcion inversa de T y
por tanto T es una biyeccion.
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Puntos fijos Un punto fijo dada una transformaciéon cualquiera F', es tal que F(p) = p. Con esta
definicion aplicada a transformaciones de Mobius, se tiene
Proposicion 1. Toda transformacion de Mébius diferente de la identidad tiene lo mds dos puntos

fijos
Demostracion. Sea z un punto fijo, esto implica que

az+b_

az+b
=z
cz+d

s e+ (d—a)z—b=0

Esto es una cuadratica por lo tanto siempre que ¢ # 0 tiene a lo sumo dos raices.
Si ¢ = 0 entonces la ecuacion se convierte en lineal (d — a)z — b = 0 la cual tiene solucién tnica si

d—a#0 O
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