Unidad 4. Transformaciones Complejas 4.3 Introduccién a la geometria hiperbolica

Introduccién al geometria hiperbolica

Ejercicio Hallar una transformacién de Mdbius T : C — C tal que mande a los puntos z1, 22, 23 en los
puntos wy, we, ws respectivamente

Solucién Necesitamos una transformacion de Mobius

b
w:Zde con ad—bc#0

que satisfaga
az1 +b azo +b azz +b

Wwa = w3
cz1 +d’ czo +d’ czs +d
hacemos las diferencias

az+b az+b  (cz+d)(az+0b) — (az1 +b)(cz+d) (ad —bc)(z — 21)

cz+d cn+d (cz+d)(cz1 + d) ~ (cz+d)(cz +d)

w—w; =

azz+b az+b _ (czz+d)(az+b) —(azs+b)(cz+d)  (ad—bc)(z — z3)
cz3+d cxt+d (cz+d)(czs +d) ~ (cz+d)(cz3 +d)

w — w3 =

o — (ad —bc)(z2 — 21)
2 T (czo + d)(cz1 + d)
e — (ad — bc)(z2 — z3)
2 8 (czo + d)(cz3 + d)

Tenemos entonces

y se va despejando w en términos de z.
Podemos definir entonces

(z—z1)(22—23)

=)=y St 21,72,21€C

(w—wi)(we —w3) 2oz si 21 = 00
(w — ws)(wg — wy) == st 29 = 0
Zz;_zzll st 23 = 00

Ejercicio Hallar una transformacion de Mobius T : C — C tal que mande a los puntos z; = 0,29 =
1,23 = 0o en los puntos w; = —1,ws = —i, w3 = 1 respectivamente

Solucién Usando lo anterior
(w+1)(=i—1) 2-0
(w—1)(=i+1) 1-0
1

22t

w+1
= — =

w—1

2zl
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= w+1=zi(w-1)

= w4+ 1=wzi— 2t

= w—wiz=—-1—2=

= w(l—iz)=-1—1iz

—1—1z —1—13z (1 Z—1
= w= — = - -] = -

1—1z2 11—z \1 zZ+1

Esta transformaciéon de hecho manda la recta real en el circulo unitario y el interior del circulo
unitario en el semiplano.
Teorema 1. Si z1, 2o estan en el disco unitario. Entonces existe un unico circulo ortogonal al circulo
unitario que pasa por 21, zs

Demostracion. Sabemos que existe una transformacién T de Mdbius que manda el disco unitario en el
semiplano superior, si z1, 29 estan en el circulo unitario entonces sus imagenes T'(z1), T'(22) estan en el
semiplano superior o inferior,

T L T@)
Z _—>
TRz)

ahi construimos el circulo cuyo centro es el punto de interseccién de la recta L y el eje X, donde la recta
L es la bisectriz del segmento formado por los puntos T'(z1),T(z2) y por lo tanto el radio es la distancia
del centro a T'(z1) 6 T'(22).

Tenemos que por construccion es el unico circulo ortogonal al eje X. Con la transformacion inversa
tenemos el circulo ortogonal buscado.
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Tenemos transformaciones de Md&bius del disco unitario que mandan circulos ortogonales en circulos
ortogonales.

Si llamamos recta al circulo ortogonal que pasa por z1, 2s.

Y llamamos puntos a los puntos del disco, se tiene

(a) Dados dos puntos existe una recta que pasa por ellos

(b) Dado un punto p exterior a la recta 1 existen muchas rectas que pasan por p y no tocan a l.

Como vemos en el inciso (b) se tiene la negacion al quinto postulado de la geometria euclidiana.
Con estas denominaciones se puede hacer una geometria no euclidiana, una de ellas es la Geometria
Hiperbdlica.
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