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Capitulo 1 Unidad 4. Principales Teoremas

1.1 Teorema de Menelao

Menelao de Alejandria, alrededor del afio 100 a.c. en un trabajo titulado Sphaerica, produjo la conocida
version plana del teorema que presentaremos aqui. Usé la version plana para desarrollar el andlogo esférico, que
era el propésito de su tratado. Como hemos mencionado, este teorema, que hoy lleva el nombre de Menelao, no

se popularizé hasta que fue redescubierto por Giovanni Ceva como parte de su obra en 1678.

Definicion 1.1 (Punto de menelao)

Un punto que esté en un lado de un tridngulo, pero que no coincida con ningin vértice, se llama

usualmente punto de Menelao del triangulo para dicho lado. &

Teorema 1.1 (Teorema de Menelao)

Siuna recta interseca los tres lados BC, CAy AB del tridingulo ABC en los puntos L, M y N respectivamente,

entonces:
AN BL CM _

NB LC MA
e inversamente si L, M 'y N son tres puntos en los lados BC, CA y AB de un tridngulo ABC, para los

cuales se cumple la relacion anterior, entonces los tres puntos son colineales.

Q

Demostracion Sean P, Q y R los pies de las perpendiculares desde A, B y C a la recta determinada por L, M
y N.

Se tiene A ANO ~ A BNQ por lo que

AN PA

N~ B0 (1.1)
Se tiene A BLQ ~ A CLR por lo que

BL QB

IC ~ CR (12)
Se tiene A CMR ~ /A AM P por lo que

CM RC

MA ~ 4P (43

Multiplicando (1,1), (1,2) y (1,3), se obtiene:
AN BL CM PA QB RC _

NB LC MA BQ CR AP

AN BL CM _

NB LC MA



1.1 Teorema de Menelao

Inversamente Supongamos que si L, M y N son tres puntos en los lados BC, CA y AB de un tridngulo

ABC, para los cuales se cumple la relacién anterior,

AN BL CM
NB LC MA
entonces los tres puntos son colineales.
A
N

7=

Dado un tridngulo ABC y dos puntos N,M en los lados AB y AC respectivamente, ahora unimos con una recta
los puntos N y M

y al punto de interseccién con BC lo llamamos L.

Se tiene entonces por Menelao que
AN BL CM

. . = _1
NB L'C MA
y por hipétesis
AN BL CM 1
NB LC MA
de manera que
AN BL CM AN BL' CM
NB LC MA —~  NB L'C MA
se tiene entonces que
BL BL
LC rcC

y consecuentemente L = L’ y entonces los tres puntos son colineales. M



1.2 Aplicaciones del teorema de Menelao

Si P, L y M son puntos respectivamente en los lados AB, BC y CA del triangulo ABC, tales que AL, BM
y CP son concurrentes y si la recta LM interseca AB en Q, entonces los puntos Py Q son conjugados

armonicos con respecto al segmento AB.

Ya que AL, BM y CP son concurrentes, por el teorema de Ceva se tiene que,

AP BL CM
PB LC MA
Ya que L, M y Q son colineales, por el teorema de Menelao se tiene que,
AQ BL CM
0B IC MA-
Se tiene entonces que,
AP AQ
PB QB

por lo que P y Q son conjugados armdnicos respecto del segmento AB.

1.2 Aplicaciones del teorema de Menelao

Antes de investigar otros teoremas famosos que pueden demostrarse utilizando el teorema de Menelao,
consideraremos algunas aplicaciones del teorema de Menelao. Cada uno de estos teoremas sin nombre presenta
algunos resultados muy interesantes que se prueban usando el teorema de Menelao.

#:  Ejercicio 1.1 Sean N, M los pies de las bisectrices interiores de dos dngulos de un tridngulo A ABC no isésceles

y sea L la bisectriz del dngulo exterior del tercer angulo, pruebe que N,M y L son tres puntos colineales.

Solucion En el triangulo N ABC, BM y CN son las bisectrices de los dngulos interiores, mientras que AL es
la bisectriz exterior en el punto A. Debido a que la bisectriz de un dngulo (interior o exterior) de un triangulo
divide el lado opuesto proporcionalmente a los dos lados restantes, tenemos:
AM AB BN BC CL AC
MC  BC' NA_Ac Y BL™ 4B
Por tanto, por multiplicacion:
AM BN CL AB BC AC

MC NA BL_ BC AC AB



Capitulo 1 Problemas para pensar

cL -CL

Como BL = B
AM BN CL
MC NA LB
Por tanto, segiin el teorema de Menelao, los puntos N, M y L deben ser colineales.

Ejercicio 1.2 Demuestre que las bisectrices de los dngulos exteriores de cualquier tridngulo no isdsceles se

encuentran con los lados opuestos en tres puntos colineales.

Solucion En el tridngulo N\ ABC, las bisectrices de los dngulos exteriores en A, B 'y C se encuentran con los
lados opuestos (extendidos) en los puntos N, L y M, respectivamente. Debido a que la bisectriz de un angulo
(interior o exterior) de un triangulo divide el lado opuesto proporcionalmente a los dos lados restantes, tenemos:
CL BC AM AC BN AB
AL~ AB’ BM _BC Y CN T AC
Por lo tanto:
CL AM BN BC AC AB
AL BM CN AB BC AC

Por tanto, segiin el teorema de Menelao, los puntos L, My N son colineales.

—1 (porque las tres proporciones son negativas)

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Un circulo que pasa por los vértices B y C de un tridngulo A ABC' se encuentra con AB en el punto Py

AC en el punto Si PR se encuentra con BC en el punto Q,

demuestre que
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