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Capitulo 1 Unidad 1. Geometria del triangulo

1.1 Euclides axiomas y postulados

Durante més de 2000 afios, los Elementos han sido el punto de referencia absoluto del razonamiento

matemdtico deductivo.
En los Elementos, Euclides present6 algunas afirmaciones llamadas axiomas, que consider6 ser un conjunto de
premisas evidentes en las que basaria sus conocimientos matematicos. Aparte de los axiomas, Euclides presentd
cinco afirmaciones adicionales llamadas postulados, cuya validez parecia menos segura que los axiomas, pero
atn asf considerados verdaderos.
Axiomas de Euclides

o Las cosas que son iguales a una misma cosa también son iguales entre si.

o Si se van a sumar iguales a iguales, entonces los totales serdn iguales.

o Si se van a restar iguales de iguales, los restos serdn iguales.

Las cosas que coinciden son iguales entre si.

©

o Eltodo es mds grande que la parte.
Los postulados de Euclides

o Hay un segmento de linea recta inico que conecta dos puntos.

o Cualquier segmento de linea recta puede extenderse indefinidamente (continuamente) en un linea recta.

o Existe un circulo con cualquier centro y cualquier valor para su radio.

o Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

o Si una linea recta se cruza con otras dos lineas rectas, de tal manera que la suma de los dngulos internos
en el mismo lado es menor que dos dngulos rectos, entonces los dos las lineas rectas eventualmente se

encontraran si se extienden indefinidamente.

1.2 Las construcciones y los postulados de Euclides

Al hacer una revisién de algunas de las propiedades elementales del tridngulo se realizardn algunas
construcciones geométricas. El problema de construir figuras geométricas es uno de los mds antiguos de la
geometria y se convirtié en una rama importante de la geometria elemental.

(Qué quiere decir realizar una construccién geométrica?

El problema de realizar una construccién geométrica no se refiere a encontrar una solucién mas o menos
aproximada para fines pricticos o sobre algin caso particular, sino establecer un procedimiento general, del
que podamos ademds comprobar su veracidad a partir de propiedades ya demostradas, a través del método
deductivo.

Llevar a cabo o realizar una construccién geométrica significa entonces que, a partir de elementos dados o ya
construidos (puntos, rectas, tridngulos, segmentos, circulos, etc.) se derivan otros elementos un niimero finito

de veces, haciendo uso de herramientas predeterminadas (regla, compds, escuadras, transportador, etc.).



1.3 La Regla y el Compas

1.3 La Regla y el Compas

Los alcances constructivos de la regla y el compds, estdn caracterizados, en los tres primeros postulados

de Euclides

1. Puede trazarse una recta de un punto a otro

2. Una recta finita puede prolongarse continuamente en linea recta

3. Una circunferencia puede describirse tomando cualquier centro y cualquier distancia
De acuerdo con los dos primeros postulados, la regla es, por definicidn, el instrumento que nos permite trazar
la recta por dos puntos y prolongar cualquier segmento.
El compds, segun el tercer postulado, es el instrumento que nos permite trazar una circunferencia que tenga
como centro cualquier punto y que pase por cualquier otro punto. Este postulado restringe el uso del compas
que conocemos actualmente, ya que no permite transportar distancias, esto es como si al levantar el compas del
papel se cerrara automdticamente. Llamaremos a este compds que no permite transportar distancias “compds
euclidiano”, y al que conocemos que si permite hacerlo “compds moderno”. Aparentemente este hecho restringe
las construcciones que se pueden hacer con el primero. Sin embargo, la segunda proposicion del libro I de
Euclides demuestra que si es posible transportar distancias: (Es posible) colocar a partir de un punto dado
(como extremo) una recta igual a otra dada.
Para demostrar esta proposicién Euclides solamente hace uso de los postulados y la primera proposicion del

libro I: (Es posible) dada una recta finita, construir un tridngulo equilatero.

Ejemplo 1.1 | Construccién de un tridngulo equildtero

o Dibuja el circulo con el centro A y el radio AB.
o Dibuja el circulo con el centro B y el radio AB.

o Dibuje los segmentos de linea desde A y B hasta la interseccién C de los dos circulos recién construidos.

Los lados AB y CA tienen la misma longitud porque ambos son radios del primer circulo. Los lados AB y BC
tienen la misma longitud porque ambos son radios del segundo circulo Por lo tanto, los tres lados del tridngulo
ABC son iguales.

Euclides se encarga de justificar los pasos en la construccién en términos del conjunto inicial de
cinco postulados y cinco axiomas, excepto por el paso donde se encuentra el punto de interseccién de los dos
circulos. Euclides aqui asumié un principio de continuidad de circulos. Es decir, dado que el circulo c¢; tiene
puntos dentro y fuera de otro circulo cg, entonces los dos circulos deben cruzarse algun lado. En otras palabras,
no hay agujeros en los circulos. Para hacer esto prueba rigurosa, tendriamos que agregar un postulado sobre la
continuidad del circulo, o probar la continuidad del circulo como consecuencia de los otros cinco postulados.

Podemos ver que desde la primera proposicién, Euclides no estaba lI6gicamente perfecto.



1.4 Construccion de tridngulos
El cuarto postulado dice que las reglas del juego que estamos jugando no cambian. A medida que nos

movemos de un lugar a otro. En muchos de los teoremas de Euclides, se mueve partes de figuras sobre otras
figuras. Euclides quiere una base axiomadtica por que puede suponer que las longitudes y los dngulos de los

segmentos permanecen sin cambios al mover una figura geométrica. En el cuarto postulado, Euclides estd

diciendo que, al menos, los dngulos rectos son siempre iguales sin importar la configuracién de ellos. En

muchas de sus demostraciones, Euclides asume mucho mas que las garantias del Postulado 4.
Ejemplo 1.2 | Comp4s euclidiano y compds moderno
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A A A
Sean A el punto dado y BC Se traza el segmento AB
el segmento dado.

Postulado 1

Se traza el triangulo equilitero ABD
Proposicion 1, Libro 1

Se trazan las rectas BD y AD. Postulado 2,
Se traza la circunferencia concentroen B y

Se traza el circulo con centro en D'y que pase por G
que pase por C. Postulado 3.

{postulado 3).
Sea G interseccion del circulo y la recta 8D.

Sea Pinterseccidn de este dltimo circulo y 1a recta AD,

Esta construccién permite afirmar que cualquier construccion que se puede realizar con el compéds moderno
se puede también realizar con el compds euclidiano, aunque por un procedimiento mas largo, porque cada vez

que se requiere trasladar segmentos hay que hacer esta construccién adicional. Sin embargo, ya que los dos
compases son equivalentes, usaremos el moderno por razones précticas, sin pérdida de rigor.

Para llevar a cabo una construccién se puede realizar un nimero finito de estas construcciones basicas. Esto es,
se puede:

(Cudl es la caracteristica de las construcciones que se pueden realizar con regla y compds?
o Trazar la recta que pasa por dos puntos.
o Determinar el punto de interseccion de dos rectas.
o Trazar un circulo con centro en un punto dado y radio dado.
o Determinar los puntos de interseccién de una recta y un circulo.

o Determinar los puntos de interseccion de dos circulos.

Cualquier construccion que se puede realizar con regla y compds, es una sucesion finita de estas construcciones.
Existen instrumentos ademds de la regla y el compds con los cuales es posible realizar construcciones geomé-

tricas. De hecho, en los intentos por trisecar el dngulo, duplicar el cubo y cuadrar el circulo los griegos hicieron
uso de instrumentos mecdnicos y desarrollaron curvas como la cuadratriz.



1.4 Construccién de tridngulos

1.4 Construccion de triangulos

Ejemplo 1.3 | Construir un tridngulo que tenga un segmento dado a como uno de sus lados

En este caso

Sea a el segmento dado. Se seleccionan dos Si ahora se escoge cualquier punto A
puntos B y C en el plano tales que 8C = a, en el plano, el A ABC tiene como lado
Esto se puede hacer tomando cualquier BC un segmento de longitud a. Este
punto 8 en el plano y trazando un circulo con tridangulo no es el Unico que satisface
radio a. Luego, se selecciona cualquier punto la condicionenunciada.
C en el circulo v se obtiene BC = a.

A

De hecho, cualquier otro punto en el
plano que no esté en la recta
determinada por B y C puede ser &
tercer vértice del tridngulo. Por
ejemplo, A, y A, en la figura, Los
tridngulos A ABC y A A,BC tienen
también el lado BC de longitud a.

Existen una infinidad de tridngulos que tiene como lado un segmento de longitud a. Es también claro que los

otros dos lados de los tridngulos, no tienen en general la misma longitud cuando variamos el punto A.

Ejemplo 1.4 | Construir un tridngulo que tenga dos segmentos dados a y b como lados

En este caso

Sea B un punto cualquiera en el Se escoge un punto cualquiera C en la

plano, Se traza una circunferenca circunferenciay se obtiene 8C = a.

concentro en B yradloa. Con centro en C se traza una circunferencia
de radio b.

al |b s Ib
N4
Cualquier punto A en esta Cadapunto A en lacircunferenclaconcentroen Cy

circunferencia estd a distanciabde €. radio b puede ser el tercer vértice de un A ABC que
tenga susladosBC =a y CA = b.




Capitulo 1 Problemas para pensar

Existen una infinidad de tridngulos que tienen dos de sus lados de longitud a y b respectivamente, tantos como
puntos en el circulo de radio b. El tercer lado de los tridngulos construidos, no tiene necesariamente la misma

longitud cuando variamos el punto A sobre el circulo.
= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Dados tres segmentos a, b y ¢, construye un tridngulo que los tenga como lados. Determine si siempre se
puede construir el tridngulo. Si no siempre se puede construir, determine la relaciéon que debe haber entre

la magnitud de los lados para que sea construible.
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