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Capitulo 1 Unidad 2. Circunferencia y cuadrilateros ciclicos

1.1 Antiparalelismo de pares de rectas como un criterio de ciclicidad para

cuadrilateros

Teorema 1.1 (Criterio de antiparalelismo)

Los puntos en que dos pares de rectas antiparalelas se cortan mutuamente son conciclicos y, reciproca-

mente, los pares de lados opuestosvde un cuadrildtero ciclico forman pares de rectas antiparalelas.
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Comentario El caso de los trapezoides, en particular los trapecios y rectangulos, al tener pares de lados paralelos,
no pareciera estar considerado en este teorema. Sin embargo, recordemos que la bisectriz de un angulo es la
recta equidistante de sus lados. En el caso de rectas paralelas la recta equidistante juega el papel de la bisectriz
para rectas concurrentes. Con esto podemos redefinir antiparalelismo entre pares de rectas de tal forma que
también se incluya el caso de paralelas:

Dos rectas son antiparalelas con respecto a otras dos si las primeras forman angulos internos iguales
con la recta equidistante de las otras dos.
Por otra parte, (con el ejemplo de los rombos) vemos que no es posible hallar un criterio de ciclicidad de puntos
referente Unicamente a los lados de un cuadrildtero. Sin embargo, el teorema que sigue (de Tolomeo) nos da un

tercer criterio de ciclicidad de puntos referente a los lados y las diagonales de un cuadrildtero convexo.

1.2 Teorema de Ptolomeo

El teorema siguiente se debe a Claudio Ptolomeo,
astrénomo y gedgrafo griego de la Antigiiedad (si-
glo II) y aparece en su obra principal conocida por
su nombre drabe Almagesto.

El Almagesto es una enciclopedia del conocimiento
astronémico de esa época, que establece la astrono-

mia como una disciplina de las matematicas.
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1.2 Teorema de Ptolomeo

Deferente

Esta obra, contiene una elaborada teoria del movimien-

to de planetas que se movilizan en circulos (epiciclos)

Excéntrica que rotan sobre la circunferencia de un circulo mayor

ro del Universo

cuyo centro se encuentra cercano a la Tierra (sistema
oLa Tierra geocéntrico). Aborda también la determinacién de la
distancia de la Luna a la Tierra, estudios sobre la esfera
y trigonometria y un manual sobre la construccién y

uso de los instrumentos astronémicos.

El teorema de Ptolomeo, que se verd a continuacion, establece la condicién necesaria y suficiente para que
un cuadrilétero sea ciclico en término de sus lados y sus diagonales. Recuerde que se dice que un cuadrildtero
es ciclico si es inscriptible, y se dice que sus vértices son conciclicos.

Ejercicio 1.1 Demuestre que segun la figura, los tridngulos A ABC'y /A AE D son semejantes. Usando esto,
demuestre que también los tridngulos A ABE y A AC'D lo son.

Solucion

Llamamos § al £ AED y~v a / ABC, por lo
que tenemos en el tridngulo N\ AED

a+p+95=180
y en el tridngulo N\ ABC
a+B+~v=180

por lo que 6 = = y por el criterio AAA los tridngulos

AN ABC'y AN AED son semejantes, por lo que
BC AC AB
DE AD AE
de las relaciones anteriores tenemos
AC  AB N AB AFE
AD AFE AC  AD
esto significa que en los tridngulos /\ ABE, /\ AC'D los lados AB, AE son proporcionales con los lados AC,
AD respectivamente, y como ambos triangulos comparten el dngulo entre dichos lados, por el criterio LAL, son

semejantes.



1.2 Teorema de Ptolomeo

De la primer semejanza se tiene

g—g:%:BC-AD:AC-DE (1.1)
de la segunda semejanza
i—gzg—g:AB-DC:AC-EB (1.2)
si sumamos estas igualdades
BC-AD+ AB-DC =AC-DE+ AC - EB = AC(DE + EB) (1.3)
Pero EB + DE > DB que es la diagonal del cuadrildtero por tanto
BC-AD+ AB-DC > AC - DB (1.4)
[

Hemos demostrado que:

La suma de los productos de lados opuestos de un cuadrildtero es siempre mayor igual que el producto

de sus diagonales v

Teorema 1.3 (de Ptolomeo)

Un cuadrildtero [ ABC' D es ciclico si el producto de sus diagonales es igual a la suma de los productos

de los pares de lados opuestos.

AC-BD =AB-CD + BC -AD
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Demostracion Supoéngase que se tiene un cuadrildtero ciclico con vértices A, B, C y D. Sean AC y BD sus
diagonales. Sean £ CAB = oy £ BC'A = 3. Se traza una recta tal que forme con AB un dngulo o1 = «. Sea

E el punto de interseccién de esta recta con BD la diagonal del cuadrildtero.

Segtin (1,3)
BC-AD+AB-DC = AC-DE+AC-EB = AC(DE+EB)

pero como D, E y B son colineales, se tiene que (DE +
EB)=DBYy,
BC-AD+ AB-DC = AC-DB




Capitulo 1 Problemas para pensar

Teorema 1.4 (Ptolomeo (regreso))

Supongamos que un cuadrildtero [JABC D se cumple AC'- BD = AB-CD + BC - AD
D
C
a B
A B
entonces el cuadrildatero [JABCD es ciclico v,

Demostracion Junto al lado AD del cuadrildtero [JABC' D colocamos un punto D’ tal que

/CAD' =/ BAD=a+d y £/ ACD' =/ ABD = j3

Tenemos que los tridngulos A ABD y AN ACD’

son semejantes por tanto

AB AD  BD

AC ~ AD'  CD’
de la primera y la tltima proporcién obtenemos
_ BD-AC

AB

cD’ (1.5)

también se tiene
AB AD AB AC

AC T AD T AD T AD
y como £ BAC = £ DAD' entonces los tridngulos A ABC'y A ADD’ son semejantes, por lo que
AB AC  BC BC-AD
_— = DD/ = ——
AD ~ AD' DD AB

de donde
BC-AD_AB-CD+BC-AD_AC-BD

AB AB AB

la igualdad de la expresion anterior sélo es posible si el punto D esta sobre C'D’. Por lo tanto

/ ACD =/ ACD' = / ABD = 8

CD+ DD =CD + =CD'

lo que significa que el cuadrildtero JABC'D es ciclico. M
= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Muestre lo siguiente: Si el tridngulo isoceles
NABC

(AC=AB) est4 inscrito en un circulo y un punto P esta en el arco BC, entonces se cumple la relacién
PA AC

PB+ PC _ BC



Capitulo 1 Problemas para pensar

PNl —°

P

2. Muestre lo siguiente: Si el tridngulo equilatero
ANABC
estd inscrito en un circulo y un punto P esta en el arco BC, entonces se cumple la relacién

PA=PB+ PC

A

ch
P
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