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Capitulo 1 Unidad 1. Geometria del triangulo

1.1 Semejanza de triangulos

Semejanza

La palabra semejanza se usa en geometria para describir dos figuras que tienen formas idénticas pero no

necesariamente del mismo tamaiio.
Dos poligonos son semejantes si los dngulos correspondientes son congruentes y las proporciones de los lados

correspondientes son iguales

Definicion 1.1 (Tridngulos semejantes)

Dados dos triangulos NABC 'y ADEF, diremos que son semejantes si

a) Si sus angulos respectivos son iguales, es decir:
/ ABC =/ DEF
/ BAC = ZEDF

L ACB=ZDFFE

b) Si sus lados respectivos son proporcionales, es decir
AB  BC AC
DE  EF DF

B c
La constante k se llama constante de proporcionalidad o factor de aumento. Si & > 1, el tridngulo AABC

es mas grande que el tridngulo ADFEF; si 0 < k < 1, el tridngulo AABC' es més pequefio que el tridngulo
ADEF;ysik =1, los triangulos son congruentes. Se suele usar el simbolo ~ para denotar semejanza.

donde k es un niimero real positivo.

&

En un triangulo NABC, supongamos que D y E son puntos que estan en los lados AB y AC respectiva-

mente, y DE es paralelo a BC. Entonces
AD AF

DB~ EC
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1.1 Semejanza de tridngulos

En el resultado anterior se deben considerar tres posibilidades

En el caso (i), la linea DE entra en el tridngulo ABC por el lado AB y por tanto debe salir por
el vértice C o por uno de los otros dos lados. Dado que DE es paralela a BC, la linea DE no puede pasar por el

vértice C o cualquier otro punto del lado BC. De ello se deduce que DE debe salir del tridngulo por el lado AC

Al trazar los segmentos BE y CD y usando los hechos citados anteriormente sobre dreas de tridngulos se obtiene
A(ADE)  AD A(ADE) AFE

ABDE) DB ? A(CDE)~ CE
como A(BDE) = A(CDE) se tiene que

AD _ AE
DB EC

Dado un triangulo NABC' supongamos que DE es paralelo a BC. Si D y E son puntos que estan sobre

los lados AB y AC respectivamente, entonces

AABC ~ AADE

Segtn los datos del problema se tiene la figura

segtn los resultados previos

AD AFE

DB EC
lo que implica que

DB EC

AD AFE



1.2 Criterios de semejanza de tridngulos

y tenemos que

bb_EC DB, _EC .,
AD AFE AD AFE
N AD+ DB _ AE+ EC
AD AFE
AB AC
~ AD ~ AE
Ahora, a través de E, dibujamos EF paralelo a AB, con F sobre BC. Usando un argumento similar al anterior,
obtenemos
AC  BC
AE ~ BF
Dado que DE = BF' (porque BDEF es un paralelogramo), obtenemos
AC  BC
AE ~ DE
Asi

AB AC BC
AD AE DE
por lo tanto los triangulos A ABC'y A ADFE son semejantes M

1.2 Ciriterios de semejanza de triangulos

Teorema 1.2 (Criterio de semejanza de triangulo (AAA))

Si dos tridngulos tienen sus dngulos correspondientes iguales entonces sus lados correspondientes son

proporcionales y los tridngulos son semejantes. v

Demostracion Sean ABC y DEF dos tridngulos con dngulos correspondientes iguales, tenemos que demostrar
que

AB AC BC

DE ~ DF EF
Se probard la primera igualdad.

A

D
ﬂ EAF
B

C

Sean E’ y F” dos puntos en AB y AC respectivamente, tales que AE’ = DE y AF’ = DF. Por el criterio de
congruencia LAL, tenemos que los tridngulos A AE'F’ y A DEF son congruentes. Por lo tanto / AE'F' =
/ DEF.

Como Z DEF = / ABC entonces £ AE'F' = / ABC. Luego E'F’y BC son paralelas, tenemos entonces
que

AB  AC
AE' — AF'
Como AE' = DE 'y AF' = DF, resulta que
AB  AC

DE  DF



1.2 Criterios de semejanza de tridngulos

Teorema 1.3 (Criterio de semejanza de triangulos (LLAL))

Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes son proporcionales y el angulo comprendido entre

ellos es igual, entonces los tridngulos son semejantes. v

Demostracion Consideremos los tridngulos ABC y DEF tales que
AB AC
= / BAC =/ EDF
DE ~ DF 7 ¢
A D

B &

Sean E’ y F* dos puntos en AB y AC respectivamente, tales que AE’ = DE y AF’ = DF. Por el criterio de
congruencia LAL, tenemos que los tridngulos A AE'F" y A DEF son congruentes.

Por lo tanto

AB _ ac
AE" AP

Tenemos que E’F’ es paralelo a BC por lo tanto

/ ABC = Z/ AE'F'
por hipétesis £ BAC' = £ EDF por lo tanto

/ AF'E' = / ACB
por lo que los triangulos A ABC'y A AE'F’ son semejantes por el criterio de semejanza (AAA) y como los
tridangulos A AE'F"y A DEF son congruentes entonces los tridngulos A ABC'y /A DEF son semejantes. M

Teorema 1.4 (Teorema Criterio de semejanza de triangulos (LLL))

Si dos triangulos tienen sus lados correspondientes proporcionales entonces los triangulos son semejan-

tes. Q

Demostracion Sean ABC y DEF dos tridngulos que cumplen:
AB  BC AC
DE EF DF
A

D
ﬂ EAF
B

C

Sean E’ y F’ dos puntos en AB y AC respectivamente, tales que AE’ = DE y AF’ = DF. Sustituyendo

tenemos
AB AC _ AB _AC

DE ~ DF = AR~ AF
Como los tridgngulos A ABC'y /A AE'F’" comparten el dngulo A, por el criterio de semejanza LAL, los
tridangulos A ABC'y /A AE'F’ son semejantes.
Por definiciéon de semejanza

E'F _ AFE
BC ~— AB




Capitulo 1 Problemas para pensar

de donde

AFE'
E'F' = BC

AB

como AE’ = DFE entonces DE

E'F = BC =

AB
Por otro lado AB BC DE
22 _ 2% o pF=BC -
DE _EF AB

porloque E'F’' = EF.Porel criterio de congruencia LLL, los tridngulos A AE'F’y /A DEF son congruentes,
y los tridngulos A ABC'y A DEF son semejantes. M

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Pruebe lo siguiente: Si tenemos dos tridngulos A ABC'y A DEF con

AB AC
—=—, AB>A DE > DF /L BCA=/ZFEFD
DE — DF’ > AC, > .Y C

entonces los tridngulos son semejantes
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