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Capitulo 1 Unidad 2. Circunferencia y cuadrilateros ciclicos

1.1 Linea de Simson

Definicion 1.1 (Linea de Simson)

La linea que pasa por los pies de las perpendiculares a los lados de un triangulo desde un punto de
su circunferencia circunscrita se llama linea del pedal, o linea de Simson, del punto con respecto al

triangulo.

&

En el siglo XIX se supuso que este teorema se debié a Robert Simson (1687-1768), y su nombre se adjunt6
a la linea. Sin embargo,el investigador J. S. Mackay * ha demostrado que el teorema no se encuentra en ninguno
de los escritos de Simson, ni hay ninguna prueba de que lo conociera. Mackay encuentra que el error se origind
en una declaracion descuidada del gedmetra francés Servois, quien se refiri6 a el siguiente teorema, que creo
que es de Simpson. Posteriormente, en su tratado de geometria proyectiva, Poncelet reprodujo la adscripcién
sin la frase calificativa, perpetuando asi el error. El teorema fue descubierto por primera vez en 1797 por un
tal William Wallace; su historia se da detalladamente en el papel de Mackay. Siguiendo el ejemplo de Mackay,
algunos geémetras han descartado el término familiar linea de Simson y han designado la linea como la linea
de Wallace; Indudablemente, la "linea de pedal"seria preferible en muchos sentidos, pero nos adheriremos al

término tradicional.

Las proyecciones de un punto P sobre los lados de un triangulo ANABC son colineales si y solo si el

punto se encuentra sobre el circuncirculo del triangulo

Sean ABC el tridngulo, P el punto y A’, B’ y C’ las proyecciones de P sobre los lados BC, CA
y AB respectivamente. Tenemos que
1. El cuadrildtero JAB'C'P es ciclico pues sus dngulos opuestos al ser proyecciones cumplen que
Z AC'P =90, £ AB’P = 90 y por tanto son suplementarios
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en consecuencia se tiene que los dngulos que forman las diagonales de éste cuadrildtero JAB'C'P

cumplen
/C'BA=/CPA

ya que subtienden el mismo arco.
2. El cuadrilatero JBA’PC’ es ciclico pues

/ BC'P+ / PA'B =180 (1.1)
también
/C'PA=180— / C'BA’
=180 — L ABC

3. El cuadrilatero (JA’C'PB’ es ciclico pues tomando PC como didmetro

se tiene que

/Z PB'C+ 2/ PAC =90+ 90 = 180

por lo tanto
LAPC=2/ABC

4. El cuadrilatero JAP BC es ciclico por hipdtesis
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por tanto se tiene
L APC + £ ABC =180 (1.2)

5. El cuadrilatero JBA'PC’ es ciclico pues £ BC'P + / C'PA’ =180

por tanto
/C'PA" =180 -/ ABC (1.3)

de (1,2) y (1,3) se tiene
/ APC + / ABC = L C'PA' + £/ ABC

por lo tanto
/L APC = £ C'PA (1.4)

Por otro lado
/ APC = 2 APA' + 2/ A PC

LC'PA'=/C'PA+ £ APA

por lo que en (1,4) se tiene

/ APA' + 4 APC =/ C'PA+ £ APA’

en consecuencia
LAPC=/CPA (1.5)
Para concluir que A’, B’ y C" estan alineados, bastard observar que B'C’ y B’ A’ forman con AC dngulos
iguales
(a). En el cuadrilétero ciclico AB’PC’ Z C'B'’A = / C'PA
(b). En el cuadrildtero ciclico A’B'PC / A'B'C = £/ A'PC
como
L A'PC=/CPA

podemos concluir
/C'BA=2ABC
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entonces que A’ B’C” estan alineados.

Reciprocamente si A’, B’, C’ estan alineados, entonces
/L C'B'A=/ABC

¢

por ser dngulos opuestos por el vértice.
También tenemos que
1. El cuadrilatero JA’ B’C'P es ciclico si tomamos PC como didmetro

2. El cuadrilatero (JAB’ PC’ es ciclico pues sus dngulos opuestos son suplementarios

/PB'C+/PAC =180

tenemos entonces
L APC=/ABC=/AB'C' = £ZC'PA
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en consecuencia

/L APC=/CPA

por lo que
L APC = /L APC+ /£ APA=/C'PA+/LAPA=/LCPA

es decir
/ APC =/ C'PA (1.6)

Como el cuadrildtero (JA’ BC' P es ciclico pues sus dngulos opuestos son suplementarios

c

Se tiene entonces (1,6) que £ APC = £ C'PA’ es suplementario de Z C'BA’ = / ABC, es decir
L APC + £ ABC =180

c'®

por lo tanto el cuadrildtero JABPC es ciclico M
= Capitulo 1 Problemas para pensar -

1. Los lados AB, BC y CA del A ABC estin cortados por una transversal en los puntos Q, Ry S,
respectivamente. Los circumcirculos de A ABC'y A SCR se intersecan en el punto P. Demuestre que
el cuadrilatero [0 APSQ es ciclico.
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