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Capitulo 1 Unidad 4. Series

1.1 Series de Laurent

En esta parte se estudia una generalizacion de las series de Taylor. Como sabemos, una serie de Taylor
es una serie de potencias con potencias positivas. En el caso de las series de Laurent, permitimos el uso de

potencias negativas. Podemos formalizar esto como sigue.

Definiciéon 1.1 (Series de Laurent)

Una serie de Laurent con centro en zy € C es una expresion de la forma

o0 oo b
n(z = 20)" S L — 1.1
ngoa (z —20)" + ,;1 G2 (1.1)

donde los coeficientes a,,, b, € C. &

Decimos que la primera serie es la parte regular de la serie de Laurent, mientras que la segunda serie es
su parte singular. La serie de Laurent converge si sus partes regular y singular convergen.
(Coémo analizar la convergencia de una serie de Laurent? Sabemos que la parte regular es una serie de
potencias, por lo que existe su radio de convergencia R y la serie converge para |z — 29| < R. En cuanto a la
parte singular, observemos que también podemos escribirla como una serie de potencias:

o bn o N
2 Gy

n=1 n=1

1 : . o . . 1 .
donde ﬁ Esta serie de potencias también tiene su radio de convergencia, que llamaremos —, tal que si
z— 2 r

|lw| < —, la serie converge. Esto nos dice que la parte singular converge si |z — zp| > r. Entonces la serie de
Lauren7tﬁ convergerd para los z € C que satisfagan a la vez |z — 29| < Ry |z — zo| > r. Por supuesto, si R < r,
el conjunto de z que satisfacen ambas condiciones es vacio, de modo que a partir de ahora supondremos que
r < R.



1.1 Series de Laurent

Definicion 1.2

Sean r, R € RU{0, 00} tales que r < R. El anillo (abierto) con centro zq y radios r, R es el conjunto
Arr(20) ={z€C|r<|z— 2| <R}

5
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Comentario El caso r = 0 serd importante al estudiar las singularidades de una funcidn.

Proposicion 1.1

1
Sean — y R los radios de convergencia de las series Z bpw™ y Z anpw", respectivamente. Supongamos

que r < R. Entonces la serie de Laurent (1,1) converge en el anillo A, R(Zo)
Ademas, la convergencia de la serie de Laurent es uniforme en cualquier anillo cerrado contenido en el

anillo A, g(2o); es decir, en

Ay pe(20) = {zE(C|r<p1<|z—zo|<p2<R}

[ )

Demostracion En realidad, sélo falta analizar qué ocurre con la convergencia uniforme. Como R es el radio de

convergencia de la parte regular de la serie, sabemos que la convergencia de esta parte regular es uniforme en

cualquier disco cerrado D(zp, p2) contenido en D(zp, R). Andlogamente, como — es el radio de convergencia
r

. . Lo 1 L
de g b,w", esta serie converge de manera uniforme en cualquier disco cerrado |w| < —, lo que implica que
P1
la parte singular de la serie de Laurent converge de manera uniforme si |z — zg| > p1. Al reunir la informacién

de ambas partes, obtenemos el resultado. M



1.1 Series de Laurent

Corolario 1.1
Bajo las condiciones de la proposicion anterior, la serie de Laurent (1,1) define una funcion analitica en

el anillo A, r(20). o

Nuestro objetivo ahora es demostrar una especie de reciproco de este corolario, a saber

Teorema 1.1 (Laurent)

Sea f una funcion analitica en el anillo A, r(2o). Entonces f se escribe de manera iinica como una serie

de Laurent (1,1), donde los coeficientes estan dados por

: f(w) = 1 n—1
=i | g v b= g [ S =) d

8

Plano z

~

f(z) representada por
una serie de Laurent

z) representada po
una serie de Taylor

aqui 7y es una circunferencia con centro en zq y radio arbitrario p € (r, R). ©

Comentario Por el teorema de Cauchy, las integrales anteriores no dependen de la circunferencia elegida,
siempre que esté contenida en el anillo.

Demostracion Es facil mostrar la unicidad de la serie de Laurent. Supongamos que

[e.9] " o0 bn
— Zan(z —20)" + ngl G-

sustituimos w por z y dividimos entre (w — z9)**! para obtener
f(w) n—k—1 bn
— an(z — 2 —
(w — 29)FH ; Jan 0) - E ()

gracias a la convergencia uniforme, podemos integrar término a término las dos series; pero observemos que la
Ginica integral que no se anula es aquella con potencia (w — zy) ™!, que aparece en este caso en la parte regular

de la serie, cuando n = k:

/ f(iw)kﬂ dw = ay, / i(w — 20) " dw = 2miay,
+ (w = 20) M
Andlogamente,

_ZO n (o — » \n—k+1

Fw)(w = 20)""1 =Y an(w —20)" !+ Z
n=0



1.1 Series de Laurent

y al integrar obtenemos

/ﬂ@@—@“wwz/ b gy — omity
Y

~ w — 20
como afirmdbamos.
Para demostrar que f se puede escribir como una serie, consideramos una curva cerrada contenida en el anillo
A, . Sean
o vj=z20+rjet,j=1,2,conr <ry <ry < Ryt € [0,2n]
o oy =20+t t€E[r,rs]
Lacurvay = 72 — 0 — 7, + o es cerrada C'! por partes y estd contenida en el anillo. Entonces, aplicando

la férmula integral de Cauchy a los puntos en el interior de -y, usando el hecho de que n(v, z) = 1 para tales

_ 1 (w) 1 f(w) 1 f(w)
)_QM/ dw = — dw - d

w— z 211 Ny W= Z 21 oWz

puntos,

Analizaremos cada una de las dos dltimas integrales por separado; la primera dard lugar a la parte regular de la

serie de Laurent y la segunda a la parte singular. La idea es tratar de escribir
1
[,
2mi J,w—z
1

como una serie de potencias alrededor de zg. Si desarrollamos

en serie de Taylor alrededor de 2, tenemos

1 1 z— 20 (z—20)"
w—z w-—2zp (w—20) (w — zp)"
también podriamos haber procedido directamente, recordando que para una serie geométrica, Z n = 7
—a
oo n
Z < z— 20 ) 1 w — 2o
w — Sl =R w2
n=0 0 1 w—2z0
. . . . — 20
y la convergencia es uniforme (en w) para los puntos z en el interior de 2, pues en tal caso < 1.En
w — 20
resumen, tenemos
1 2 (z—z)"
= ( yrt dw
w—z w—z
n=0 0

Usamos esto y las propiedades de la convergencia uniforme para re-escribir

1 S ﬂ)i<%m"m

— _ n+1
2mi Sy w — 2 2mi o (w — zp)

-3 (2 [ s ) =
= f:oan(z — 20)"

Procedemos de manera andloga con la parte singular, observando que

oo n
Z w — 29 B 1 2= 20
zZ— 2 1-2=2 w—z

n=0 Z—20




1.1 Series de Laurent

donde ahora la convergencia es uniforme en w para z en el exterior de ;. Asi

1 f(w )dw f( )i (w — z)" "

— _ n+1
o W2 27rz = (z — 20)

=;<;mﬁ2f<w><w—zo>”‘l )

reuniendo la informacién, obtenemos la afirmacion deseada.

Ejemplo 1.1 Obtenga las series de Laurent para las funciones f en los dominios indicados

1
ACROICRD)

Puesto que f es analitica en el anillo A, : @ < |2| < b, puede desarrollarse en una serie de Laurent vélida en

enelanillo Agp :a < |2| < bdonde a,b € R,b>a

el anillo. Para obtener la serie, puede descomponerse en fracciones parciales, es decir, expresando f como

f(z>:(z—a)1(z—b):_<bia) (zia—zib) para a < |z <b

nfl

Zia:f 72< ) Z a bara |z| > a

n=1

1 o0 n
2_5_51_5 bZ( ) :Z%biﬂ para |z| <b

Puesto que

la serie pedida es

1 2 2 = a"
f(z):_b—a<;b"+1+; per ) para a < |z| <b
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