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Capitulo 1 Unidad 1. Introduccién

1.1 Potencia de un niimero complejo

Dados z1, 22 € C cuya forma polar esta dada por
z1 = p1(cos 61 + isen 0;)

29 = pa(cos Oy + isen 05)

La multiplicacién de nimeros complejos en forma polar esta dada por:

z1z9 = pip2fcos (01 + 02) +i(sen (61 + 62))] ‘

por lo tanto el resultado de multiplicar dos niimeros complejos es otro nimero complejo cuyo mdédulo es el
producto de los médulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos.

Ejemplo 1.1 En el caso de 21 = 29

o Enel caso de
21 = pi(cos 01 + isen 6;)
para z? se tiene
2 =22
= pi[cos (01 + 61) +i(sen (61 + 61))]
= p%[cos (201) + i(sen (261))]

Por lo tanto

22 = p?lcos (201) +i(sen (261))]

o En el caso de

z1 = p1(cos 61 +isen 6p)

para z} se tiene

2
1
Hleos (201 +61) + i(sen (201 +61))]
tlcos (361) +i(sen (361))]

Por lo tanto

23 = p3[cos (301) +i(sen (361))]

o En el caso de

z1 = p1(cos 01 +isen 6p)

para 27 se tiene

(51 = pfleos (nfr) + i(sen (n61)]]

Por lo tanto si z = r(cos 6 + isen ), entonces se tiene la formula de Moivre, donde para cualquier

entero n



1.1 Potencia de un nimero complejo

Para z = r(cos 0 + isen 6) yn € N, tenemos

2" =r"(cos (0) +i(sen (0)))" =r"(cos (nf) +i(sen (nh))) (ne€N)
Aplicando un procedimiento como el descrito anteriormente obtenemos

Zt=r-r-orfcos(@+0+---+6)+isen(0+0+---+0)

n—veces n—oveces n—oveces

r"(cos nt + isen nt)

a) Nosotros encontramos de nuevo que |z"| = |z|"

b) Sir =1, entonces (cos +6 + isen )" = cos n# + isen nf

¢) Nosotros podemos escribir arg 2" = {n arg z + 2kw | k € Z}

Si 2" = r"(cos (nf) + i(sen (nf))) entonces podemos definir 2~ como —. Asf pues,
z
1
r™(cos (nf) + i(sen (nd)))
Si en el lado derecho de la ecuacién multiplicamos el numerador y el denominador por la expresion cos nf —

2" =

1sen n, tendremos

_n, 1 cos nf —isen nf

27 "= r~"[cos nf — isen nd]

r™ cos? nf + sen? nf
Ahora bien, como cos nfl = cos —nf#y —sen nf = sen — nf, obtenemos

27" =r""[cos —nf+isen —nb], n=1,23,..

Ejemplo 1.2 Vamos a calcular (1 4 )09,

Tenemos que la representacion polar de i + 1 es v/2 (COS % + i sen %) Aplicando el teorema de Moivre se

obtiene
1000
(1+)9 = (V) " (cos 10007 + isen 1000%)
= 2°9(cos 2507 + isen 2507) = 2°%

Ejemplo 1.3 A partir de la férmula de Moivre podemos derivar algunas identidades trigonométricas bien

conocidas. Por ejemplo, tomando n = 2
(cosf 4 isenf)? = cos 260 + isen 20
Desarrollando el lado izquierdo de la expresidn anterior llegamos a
cos? 6 + 2isen @ cos @ — sen? § = cos 20 + isen 26
Igualando las partes correspondiente (real e imaginaria), obtenemos las dos identidades

cos? 0 —sen® = cos 20, y 2senfcosf = sen 20



1.2 Raices de un nimero complejo

1.2 Raices de un nimero complejo

Consideremos un niimero entero positivo n > 2 y un nimero complejo zg # 0, como en el campo de los

reales R la ecuacion
Z" —20=0 (1.1)

se utiliza para definir las raices n-ésimas del nimero 2. Por lo tanto, llamamos a cualquier solucién Z de la

ecuacion (1,1) una raiz enésima del nimero complejo 2.

Sea zg = r(cost + isent) un nimero complejo conr > 0yt € [0,2m).

El niimero zg tiene n raices n-ésimas, dadas por la formula

t + 27k t + 27k
Zk—\"/;<cos+7r . + 27

+ 7sen

>, k=0,1,...n—1

Usamos la representacion polar del nimero complejo Z con el argumento extendido
Z = p(cos ¢+ isen @)
Por definicién, tenemos que Z" = zg o equivalentemente
p"(cos ng + isen ng) = r(cost + isent)

t 2
De donde obtenemos p"™ = ry n¢ =t + 2kw parak € Z; porloque p = {/ry ¢p. = — + il parak € Z.
n n

Hasta ahora, las raices de la ecuacién (1,1) son
Zy, = {/r(cos ¢y, +sen¢y) parak € 7Z

Considere un entero k y sea r € {0,1,...,n — 1} el residuo de k médulo n.

Entonces k = ng +rparak € Z,y

t 2r 27
pp=—+Mng+r)—=—+r— +2q1 = ¢ + 290
n non n

Esté claro que Z;, = Z,.. Por eso
{Zk | k e Z} = {Zo,Zl, --->Zn71}

En otras palabras, hay exactamente n raices n-ésimas distintas de 2y, como se afirma.
Ejemplo 1.4 Resuelva las siguientes ecuaciones:

1.2548=0

2.22-4=0
En este caso

1. Para 26 = —8, setiene que n = 6,7 = 8 y § = 7 en la férmula

( <l9 27rk:> , <0 27rk:>>
2= r(cos|—+— ) +isen|—+ —
non non

2wk 2wk
zk:%<cos <g+g)+isen<g+g>>
por lo que para k = 0,1, 2, 3,4, 5 se tiene
6 T ; ™\\ _ @ 1
20 = \/é(cos<6> —|—zsen<6>) = \/5( 5 —|—22>

21 = V8 (cos (g) + 7 sen (g)) =iV2

es decir



Capitulo 1 Problemas para pensar

222\6/§ cos 51 + 71 sen 5—7T
6 6
23:% cos 71 + ¢ sen 7—71-
6 6
6 3T .
Z4 = \/§<cos (2) + ¢ sen

25 = €/§(cos (T) +isen <1?>> _ fg(\f _é)

2. Para 23 = 4,setienequen = 3,7 = 4y § = 0 en la férmula

( <0 27rk> , <9 27rk>>
zp = r|cos|—4+— ) +isen|—+ —
n n n n

2k = {3/1<COS (0+27?:k:) + i sen <0+2§k>>

por lo que para k = 0, 1, 2 se tiene

20 = V4 (cos (0) +isen (0)) = V4

et (5) o (3)) 5 (4
it (5) - om(5)) -5 (4

(Cudntas raices n-ésimas tiene un nimero complejo? ;Una para cada k? En realidad, veremos que son

es decir

exactamente n. Notemos que
0o+ 2m(k +n) _ 0o + 27k n

21
n n
Como seno y coseno tienen periodo 2w, tenemos que 2iy, = 2k ; asi, 2p,...,2p7—1 son las tnicas raices
n-ésimas posibles de w. Ahora, ¢son 2, . . ., z,7—1 distintas entre si? Supongamos que j, k € {0,1,2,...,n—1}

satisfacen z; = zj, ; entonces
90+27Tj B 90+27T]{5

n n

mdédulo 27. Por tanto existe m € Z tal que j — k = mn. Como |j — k| < nyn € N, debe ocurrirque m =0y
por tanto j = k. Asi, obtenemos n raices n-€simas distintas.
Ejemplo 1.5 Sea z un punto en la circunferencia unitaria |z| = 1 y fijemos un valor de n, digamos, n = 5.

Entonces las raices quintas de z son

<0+27Tk) ) (9+27Tk)
2L = COS 5 + 2 sen 5

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

conk=0,...,5.

1. Exprese cos(66) y sen(66) en términos de cos 6y sen 6

2. Encuentre todos los valores de (—1)%
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