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Capitulo 1 Unidad 4. Series

1.1 Teorema del residuo. Calculo de residuos

Si una funcién compleja f tiene una singularidad aislada en un punto zg, entonces f tiene una representacién

0o . o) b,
ngoan(z —20)" + Z G

n=1

en serie de Laurent

El término mas importante de la serie de Laurent es el correspondiente a b;; tan importante que merece una

definicion.

Definicion 1.1 (Residuo)

Sea f una funcién analitica en una vecindad de zy. El residuo de f en zy, denotado por Res(f, zy), es el

coeficiente by en la serie de Laurent de f en z.

L]

(Por qué es importante el residuo? Pensemos, a manera de ejemplo, que 2g es la tnica singularidad de f 'y
que +y es una circunferencia con centro en 2, contenida en el dominio de f, recorrida una sola vez en sentido
positivo, de modo que n(7, zp) = 1. Usando la serie de Laurent de f 'y las propiedades de convergencia uniforme,

tenemos

/Vf(w)dw:gan[/(w_%)ndw_‘_ibn/y(w—lzo)"dw

= 2miby = 2miRes(f, z0)

Ast, el residuo de f nos da toda la informacién necesaria para calcular la integral de f.

Como en el caso del teorema de Cauchy, el teorema del residuo tiene varias versiones. Esencialmente, este
resultado nos dice que podemos calcular la integral de una funcién f a lo largo de una curva simple cerrada
como la suma de los residuos de la funcién en las singularidades que se encuentran en el interior de ~y. Una
formulacién general tendrd que tomar en cuenta el nimero de vueltas que le da la curva a cada singularidad, asi
como el hecho de que la regiéon donde estd definida f sea simplemente conexa o no. Aqui enunciaremos sélo el

caso més sencillo, pues seria el que usaremos en las aplicaciones.

Sea U una region simplemente conexa de Cy zy,...,z, € U. Sea f : U\ {z1, ..., zn} — C una funcion
analitica y ~y una curva simple, cerrada, C'* por partes, orientada positivamente, contenida en Uy que

contiene en su interior a los puntos zi. Entonces

/f(w) dw = 27m'§anes(f, Zk)
v k=1

Idea de la demostracion. Para cada uno de los puntos 21, ..., 2z, podemos elegir una pequefiaa
circunferencia C', con centro en 2y, orientada positivamente, que no interseque a las demds y que esté contenida
en U



1.1 Teorema del residuo. Calculo de residuos

En realidad s6lo hay que ver que la integral de f sobre vy es la suma de las integrales sobre las C};, pues entonces,

[yf(w) dw:;/CIc f(w) dw:QWi;Res(f,zk)

Para mostrar la primera igualdad, construimos curvas o} que unan -y con cada C', ajenas a las demds circunfe-

rencias y ajenas entre si. Vemos que
n n n
T30 Yo Yo
k=1 k=1 k=1
es homdloga a ceroen U \ {z1, ..., 2, }: Tenemos dos casos:
o Siw = z,, para alguna m = 1, ..., n, entonces n(v,w) = 1y n(Ck,w) = n(Ck, zm) = Ogm, de modo

que

n(:\y/v U)) = n(77 w) - Z n<Ck7 w) =0

o Siw ¢ U, entonces w estd en el exterior de ~, y por tanto n(y,w) =n (Z Cy, w) = 0 para toda
k =1,...,m de donde se sigue de nuevo que n(v,w) = 0.
Por tanto, 7 es homéloga a ceroen U \ {z1, ..., 2, } y la integral de f a lo largo de 7 es cero, lo que a su

vez implica que la integral de f sobre 7 es la suma de las integrales sobre las C,

Una de las aplicaciones del teorema del residuo serd al cdlculo de integrales, siempre y cuando podamos
calcular de manera sencilla los residuos de una funcién.

Ejemplo 1.1 consideremos la funcién

1
f(Z) - Z(l _ Z)
Entonces f tiene singularidades en z = 0y z = 1. La serie de Laurent de f en el anillo 0 < |z| < 1 estd dada por
1 11 1 (X, .
s (Re) -
n=0 m=0
de modo que Res(f(z),0) = 1.
Enel anillo 1 < |2| < o0,
111 _15":1”_5": "
2(1—2) 221-1 " 22 z) z
z n=0 m=2

'El término correspondiente a 1 en esta serie tiene coeficiente cero! Este ejemplo muestra que para calcular el
residuo Res( f, zp) por medio dez la serie de Laurent, tenemos que considerar laserie enun anillo0 < |z—zg| < 7.

Supongamos que la funcidn f tiene una sola singularidad en zp, y ademads, que ésta no es una singularidad
esencial. Consideremos primero el caso en que zg es un polo simple; asi, el desarrollo en serie de Laurent cerca

de zg tiene la forma
by
Z — 20

f(z) = Z an(z — 20)" +
n=0
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y entonces es claro que
Res(f,z9) = by = lim f(2)(z — 20)

Z—20

Ejemplo 1.2 Tenemos que
e® e? z z 1
i — lim —2 =1 —Z i)l =lm—-"—(z—4) ==
Res<z,0> 200 2 Y R€8<22—|—1’Z> zg%zQ—i—l(z ) 2
Veamos un ejemplo de cdlculo de integrales.
Ejemplo 1.3 Calcularemos la integral real

/’T do
— a>1
o a-+cos 6

Dado que el coseno es una funcién par, la integral en cuestion se puede calcular como la mitad de la integral
en el intervalo [0,27]. Para transformar esta integral en una integral compleja, consideremos z = e =

cos 6 + isen +6. Recordemos que si |z| = 1,

1 )
— =%Z=cos § —1isen 0
z

1 1
9:7 —_
Cos 2<z—|—z>

Asi, podemos escribir la integral en cuestién como

/” df 1/ 1 dz / dz
_ = = - = -
0o atcos O 2 [ —1a+3(z+1)iz 2j=1 2%+ 2az + 1

Abhora calcularemos la Gltima integral usando el teorema del residuo. Observemos que el denominador se puede

de modo que

factorizar como

2420z +1=(2-2)(2—2), z12=-a+Va2—1

Tenemos que

R ! I (cmm)= — .
es| 55—,z ) =lm ———(2—21) = =
224+ 2az+1 ! 29z 22 + 20z + 1 ! 21 — 292 2va? —1

/7r do / dz
Y %=
o a-+cos 6 zj=1 22+ 2az + 1

dz
= (—1)2 —_—
(=i)2m Res <z2+2az—|—1’zl>

por tanto,

™

a?—1

En el ejemplo anterior, las singularidades de la funcién eran polos simples.

Ahora bien, si zg es un polo de orden 2 de f. La serie de Laurent es

£ =3 aule — 20)" + —2 2
n=0

z—zo+(z—z0)2

Observemos que la funcién f(z)(z — 20)? tiene la forma

f(2)(z — 20)% = Z an(z — 20)" 2 + b1 (2 — 20) + by

n=0
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de modo que

by = lim <= (f(2)(= — 20)?)

Z—20 dZ

Ejemplo 1.4 Consideremos la funcién

1
f(z):m,

a>0

la que podemos escribir como
1

(z —ai)?(z + ai)?

Es claro que la funcién tiene polos de orden 2 en tai. Entonces tenemos que

f(z) =

1 d 1
——,Fai | = lim — + ai)?) = £+ —
ftes ((22 +a2)?’ ‘”) Jim g, U@EEa)) =2 1
En el caso general, si zg es un polo de orden k de f, la serie de Laurent es
00 k b
— n n
f(z) =) an(z = 20) +Zm
n=0 n=1
y f(2)(z — 20)* tiene la forma
00 k
f(2)(z = z)* = Z an(z — 20)" ™ + b1 (2 — 20)" 1 + Z bn(z — 20)F ™
n=0 n=2
de modo que obtenemos el siguiente resultado.
Proposicion 1.1
Sea zg un polo de orden k de f. Entonces
Res(f,20) = —— lim 0 (£(2)(z - 2~ 0)F)
es(f,z0) = im z2)z—z—
0 (k — 1)! 2>20 dzk—1
[ )
Consideremos el caso particular en que la funcion f sea el cociente de dos funciones analiticas, f = %
Puesto que queremos analizar los polos de orden finito de esta funcién, supondremos que zg es un cero de orden

m de h, esto implica que existe una funcién analitica h,, que satisface

(m)
WE) = (2= 20) " hon(2), (o) = ) g

En cuanto a la funcién g del numerador de f, puede pasar que 2y sea un cero de g, de orden menor, igual o
mayor que m. Debe ser mds o menos claro para el lector que si 2y es un cero de g de orden mayor o igual a m,
entonces el cociente en realidad serd una funcién analitica, de modo que podemos suponer que dicho orden es

estrictamente menor que m; si lo denotamos por k, tenemos que

®)(
9(2) = (z — 20)Fgu(2), gu(z0) = gk(!o) £ ()

El cociente cumple entonces que
(2) _ (2~ 20)*gu(2)
(2) (2= 20)"hm(z)

9k . . e .
Observemos que . es el cociente de dos funciones analiticas y que el denominador no se anula en zg. Esto
m
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implica que el cociente se puede escribir en términos de una serie de Taylor alrededor de zg y asi tenemos que

(Z) (Z — Zo)k G n . n+k—m
f(z):g = mg en(z — 20) :5 cn(z — 20)""
h(z> (Z o ZO) n=0 ’ n=0 ’

es la expresion de f como una serie de Laurent en zg. El residuo de f en zg es el coeficiente ¢, tal que

n+k—m=-1lL,on=m-—%k—1.
Analicemos algunos casos particulares de esta situacién. Supongamos primero que g(zg) # 0, de modo que
20 es un cero de orden 0 de gy que h(z9) = 0, h/(z9) # 0, de modo que zy es un cero de orden 1 de h. Asi,

hacemos k£ = 0 (es decir, gg = g) y m = 1 en la igualdad anterior para obtener

1) =S enl =t = 04 S e —
n=0

Z— 20 el

de modo que el residuo es justamente cg, el valor de Z—O en z = zp:
1

Res(f, %) = co = g90(z0) _ 9(20)

hi(z0)  M(20)

Ejemplo 1.5 En algunas aplicaciones usaremos las funciones

T COS T2 T
mcot Mz = ———, WCSC ME =
sen mz sen mz

Todos los enteros k& € Z cumplen las condiciones de la situacion anterior; es decir, en tales puntos

no se anula el numerador, mientras que son ceros de orden 1 del denominador. Podemos concluir entonces que
mcos km T

=1 y Res(mese mz,k) = ——— = (=1)F

Res(mcot mz, k) = cos k
T T

wcos km
Por lo que si f es una funcién analiticaen k € Z,

Res(f(z) - mcot mz, k) = f(k), (L1)
Res(f(z) - mwese w2, k) = (1) f(k) '

expresiones que usaremos para calcular series del tipo Z fk) y Z(—l)k f(k).

Una idea similar a la anterior funciona cuando zy es a la vez un cero de orden k de g y un cero de orden

m = k + 1 deh. Ahora hii - es analitica y si su serie de Taylor es Z cn(z — 2p)", entonces la serie de Laurent

de f tiene la forma

o0 oo
_ (&) —
f(z) = ch(z — )" = . + ch(z — )"t
n=0 n=1
la tnica diferencia es que ahora
) (z0) ()
9k (20) - 9" (%)
Res(f,z0) = co = = ' =(k+1)——r——
’ h RHD) (29) (k+1)
k+1(20) Late s h{E+) (20)
Ejemplo 1.6 Analicemos la funcién _*  m origen 0 es un cero de orden 1 de g(z) = z y un cero de

—Cos z
orden 2 de h(z) = 1 — cos z. Entonces

2 g'(0)
o) =2 — 2
Res <1 — cos z’0> h'"(0)

y como aplicacién, por el teorema del residuo,

/ v dw = 27miRes <Z, 0) = 4mi
|2|=1 1 —cos w 1—cos z
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