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Capitulo 1 Unidad 4. Series

1.1 Clasificacion de singularidades

Supongamos que una funcién f estd definida y es analitica en una vecindad de un punto 2y, pero posiblemente
no esté definida en dicho punto. En este caso decimos que 2 es una singularidad aislada de f. Mas formalmente,
consideremos un conjunto abierto U C C, zop € Uy f : U \ {20} — C una funcién analitica. En una vecindad

de 2y la funcién f se puede representar mediante una serie de Laurent

f6) = S anle =20 + Y 2
n=0 n=1

Podemos considerar tres posibilidades para los coeficientes b,, de esta serie:
1. b, = 0 para todo n € N. Ya hemos hablado antes de este caso, pues zp resulta ser una singularidad
removible.
2. Existe k£ > 1 tal que b, # 0y b, = 0 para todo n > k. En este caso, diremos que zg es un polo de orden
kdef. Si k = 1, decimos que zq es un polo simple.
3. Existe una sucesién ny, tal que kli)ngo ng =00y b—ny # 0 para todo k. Aqui decimos que zp es una
singularidad esencial.
A continuacién veremos ejemplos de cdlculo de series de Laurent.

Ejemplo 1.1 Consideremos la funcién
1 1 1

(z) = 2-3:+42 z2-2 z-1
Es claro que z = 1y z = 2 son singularidades de f. Calcularemos la serie de Laurent de f en distintos dominios.

o Consideremos primero el anillo 0 < |z — 1| < 1, usando una serie geométrica en la forma

[e.e]

1 1 .
2—2 1-(z—1) == (-1

n=0

de modo que
1 JR—
22 -324+2

f(z)= fzile(zfl)”, 0<lz—1]<1
n=0

esto muestra que z = 1 es un polo de orden 1 de f; mds adelante se daran criterios mds eficientes para
determinar la naturaleza de cada singularidad.
o Enelanillo 0 < |z — 2| < 1 podemos aplicar un método similar al anterior.

Como N
1 1
S e R
=1 1-(2-2) %~
entonces
1 > )
— n+ n
f(z)—z_2+zo(—1) (z=2)" 0<|z—2|<1
—

de modo que, de nuevo, z = 2 es un polo de orden 1 de f.

o Veamos qué ocurre en el anillo 1 < |z| < 2.

Puesto que 1 5 es analitica en el disco |z| < 2, es igual a su serie de Taylor en z = 0, la que podemos

z —
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n

obtener ficilmente usando de nuevo la serie geométrica:
1 11 L= (2\" z
(5) - Z on+1

= —772 = —5
n=0

21-2
2 n=0
, sabemos que esta funcion es analitica en la region |z| > 1, de modo que aqui conviene

En cuantoa ——
z—1

usar una serie geométrica en términos de —:
z

1 1 1 1 —
=io1mL

n=0
En esta region la serie de Laurent tiene una infinidad de términos con potencias tanto

positivas como negativas.
1
Ejemplo 1.2 La funcién f(z) = e> tiene una singularidad en zp = 0. De hecho, ésta es una singularidad

esencial, pues la serie de Laurent de fen O es
L — 1
flz)=es =1+ Zl o
n=

Ejemplo 1.3 Analizaremos la funcién
z
Z) = ————
/() (z+1)(z+2)
alrededor de zg = —2. Usando fracciones parciales, podemos escribir a f como
2 1
J(z) = Z+2 z+1
Observemos que
1 1 i (24 2"
= — = — ya
z+1 1-(2+2)
n=0
siempre que |z + 2| < 1. Asi, la serie de Laurent de f(z) estd dada por

2 o

Je) =5+ (:+2)

n=0
siempre que |z + 2| < 1. Notemos que b,, = 0 para todo n > 2, es decir zyp = —2 es un polo simple
Ejemplo 1.4 Calcularemos la serie de Laurent en zg = —2 de la funcién
1
=(z—-3
1) == 3sen (5

Sabemos que la serie de Taylor en O de la funcién seno estd dada por
e w2n+l

sen(w) = Z(—mm

n=0
y escribiendo (z — 3) = (2 + 2) — 5, tenemos
f(z) = (2 — 3)sen <Z~1'_2> = (z+2)sen <Zi2> — bHsen <z j_ 2)
S (=" S (="
> (2n +1)!(z + 2)2n+1

= (z+2) 2) @n+ 1)+ 20
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Expresaremos esto como una sola suma. Escribimos (—1)" = cos(nm) y, para la primera suma, hacemos

m = 2n:
> cos(nm) S cos (m%)
; (2n+1)!(z +2)20 mz::O (m + 1)!(22+ 2)m

mientras que para la segunda suma hacemos m = 2n + 1:
o

5 cos(nm . 5cos ((m+1)Z . 5(m+1)sen (m%
Z( (nm) S ( 2)22 (m3)

2n + 1)!(z +2)2n+1 ml(z + 2)™

n=0
Asi, la serie de Laurent de f(z) estd dada por

<= cos ((m)%) 4+ 5(m 4+ 1) sen ((m)%)
f(Z)_mZ:o ?m+1)!(z+2)m :

Como b,, # 0 paratodon € N, zyg = —2 es una singularidad esencial.

Ejemplo 1.5 Ahora encontraremos la serie de Laurent de

1 1
IO == tap

en los anillos 1 < |z] < 2y |z| > 2. Notemos que

1 1 d 1 1
f(Z):(1_2)2+(2_z)2:dz<1—z+2—2>

por lo que primero calcularemos la serie de

1
+ —— y luego derivaremos.
-z 2-—z

Consideremos primero el anillo 1 < |z| < 2. Como |z| > 1,

1
‘ < 1. Por otro lado, |z| < 2, de manera que
z

% < 1; asi, podemos escribir
1 . 11 . 1 1
11—z 2—-z z1-1"21-%
zZ
Iex 1 1K /2\n
1S 550)
z = 2 2 o 2
o0 o0
1 2"
- Z prs Z ont1
n=0 n=0
Derivando tenemos que
ntl & n 1
i n—
f@) =2 on+2 + on+1”
n=0 n=1

cambiando los indices en ambas sumas tenemos que la serie de Laurent de fen el anillo 1 < |z| < 2 es

= m—1 = m+1
f(z)zz zm +Z 2m+2 Z"

m=1 m=0

. 1 "
Por otro lado, en el anillo |z| > 2, tenemos < 3 < 1. Escribimos

2 L
’ < 1y por consiguiente
z

z
L1 1 11_i2n+1
l—2 2—-2 z21-1 212" Zntl
z z n=0

Derivando, obtenemos que la serie de Laurent de f(z) en el anillo |z| > 2 estd dada por
o0 oo
(n+1)(2" +1) (m—1)2m2+1)
f (Z) - Z on+2 - Z om
n=0 m=2
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