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Capitulo 1 Unidad 3. Integracion Compleja

1.1 Indice de una curva

Definicién 1.1 (Indice de una curva)

Sean v : [a,b] — C una curva cerrada C* por partes y zy € C tal que z ¢ ~y. Entonces el niimero de

vueltas de ~y con respecto de zg (también llamado el indice de ~y con respecto de z) estd definido como

1 dz
n(y, 20) = /
;

2 zZ— 20

I -

;‘ ! %
“/

[ndice = ~1 Indice =2 Indice =1 Indice = 0

Indice de una curva De manera intuitiva, el indice de una curva es el nimero de vueltas que la curva efetda
alrededor del punto (figura 1)

Figura 1.1: Curva de indice 2 con respecto al origen

Ejemplo la curva y(t) = zo + €%, t € [0, 27n], rodea n veces al punto 2y, y se tiene que

dz ) 1 dz
n(’}/a ZO) = =2mn o n(f)/a ZO) = 27 =n
~ Z— 20 min ~ Z — 20

Teorema 1.1 (El indice de una curva es un nimero entero)

Sea vy : [a,b] — C una curva cerrada C' por partes y 2o un punto tal que 2y ¢ -y, entonces n(vy, zo) es

un niumero entero. V)

Demostracion Sea

g(t) = /tv(’yi ds

s) — 20
entonces, en los puntos donde el integrando es continuo, el teorema fundamental del calculo nos da

9(t) = 'Y(Z;(i)zo

(e_g(t) (’Y(t) . zo))/ _ e—g(t)#/_(t)zo(fy(t) — Zo) + e_g(t),yl(t) =0

en los puntos donde ¢/ (t) existe, y por tanto e ~9(*) (~(t) — zo) es constante por partes en [a, b]. Como la funcién



1.1 Indice de una curva

es continua, entonces es globalmente constante en [a, b], por lo que

™99 (y(a) = z0) = e 7" (4(b) — 20)
como 7 es cerrada, y(a) = ~(b). Esto implica que e~ 9(*) = ¢=9() Ademis sabemos que g(a) = 0, de modo
que e 9 ®) =1 por lo que b tiene que ser un multiplo entero de 27z, es decir

Y A O R
g(b)—/a oo ds=2mh

para alguna k € Z, de donde

( ) 1 dz
n(v,z29) = —
V% 2mi |, 2z — 2

=k, keZ
[ |
Ejemplo 1.1 Seay(t) = z+ R e~ 0 <t < 2km, la circunferencia de centro z y radio R recorrida k veces en
sentido negativo. Por la definicién de indice se tiene:
1 0 ) 1 (7 —Rie"
n(v:20) = 3.5 /7 %km~(t) —z 2mi),  Reit

Por lo que la curva da k vueltas en sentido negativo alrededor del punto. M

Teorema 1.2 (Férmula integral de Cauchy)

Sea A una region, y una curva cerrada C por tramos contenida en A, f : A — C una funcion analitica,

2o € A\ . Entonces

1 z
n(n20)f(z0) = 5z | 2L e
i J, 2 — 20 0
Demostracion Sea zg € A\ 7 fija, se define
f@)=f(z) # 2
glz) =4 %
f(20) z =29

Se tiene que g es analiticaen A — {2} y continua en A, por lo que / g=0.
v

Finalmente,
0= (2) dz — f(z0) dz = /(z) dz = 2mif(zo)n(v, z0)
72:—2:() »yZ_ZO »yZ_ZO
|
z
Ejemplo 1.2 Evall’leyg -dz; |z| =4
N Z— T

Solucién En este caso

1 e? ;

v - dz = f(mi) =™

Uxs |z|=4 Z — T

por tanto
e* -
515 - dz = 2mie™ = =27
|z|=4 z — T
[
La aplicaciéon mas usual de la formula de Cauchy ocurre cuando n(7y, zg) = 1. Bajo esta hipdtesis, tenemos
1 [ f(®)
=— | —%d
1(z0) 211 Z— 2 ‘

Y



Capitulo 1 Problemas para pensar

Ejemplo 1.3 Sea + una circunferencia con centro zg y recorrida una sola vez, en sentido positivo; en forma
explicicita, y(t) = 29 + re’, t € [0, 27]. Entonces
1 z Lo .
f(z0) = — /(z) dz:/ f (20 +re’) dt
2mi )y 2 — 20 2 Jo

lo cual nos dice que f(zg) es una especie de promedio de los valores de f en una circunferencia con centro en

zp y radio arbitrario (siempre que la circunferencia y su interior queden dentro del dominio de f). M

= Capitulo 1 Problemas para pensar -

22

dz. Para cualquier trayectoria cerrada que no pase por i.

1. Evaluar la integral¢ ¢
Lz —
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