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Capitulo 1 Unidad 3. Integracion Compleja

1.1 Conceptos basicos

Ahora comenzaremos el tema de la integral de funciones de variable compleja. Comencemos con la

siguiente defnicidn, que es mas o menos natural.

Definicion 1.1 (Funciones complejas)

Una funcion compleja f : [a,b] C R — C de variable real t, se define
f(@&) =u(t) +iv(t), tE€la,b] (1.1)

donde u(t), v(t) son funciones de variable real continuas en [a,b]

&
Comentario La ecuacién (1,1) tiene las caracteristicas
o Se puede escribir como z(t) = x(t) + iy(t)
o Siz(t) = (x(t),y(t)), entonces la curva ~y es el conjunto
{2() = @(t),y®) | £ € (.1}
A este conjunto se le llama traza de ~, geométricamente se ve asi
u(t) #(b)
z L/
/\‘ /\ 0t)

L f ]

a b (1)
Definicion 1.2 (Integral compleja)
Sea f : [a,b] — C una funcién continua, f(t) = u(t) + iv(t), donde u(t), v(t) son funciones reales.

Entonces la integral de f en |a, b] es el niimero complejo

‘ b
/f P dt = / (t)dt—i—z/a o(t) dt .

Propiedad Son vdlidas las siguientes afirmaciones:

(a) La integral es C-lineal; es decir, para cada \,jn € Cy f, g : [a,b] — C continuas se tiene

b b b
l/@f@+uﬁmﬁ=A/f®+u/gWﬁ

(b) Para cada f : [a,b] — C continua se tiene

Re ( / ’ f(t)dt) _ / " Re(f(0))dt
Im (/abf(t)dt) = /abIm(f(t))dt

y también



1.1 Conceptos basicos

(¢) Para cada f : [a,b] — C continua se tiene

b b
[ rwa| < [
Tenemos que

I. Sean \ = zg + 1yo, f(t) = u(t) +iv(t) y p = z1 + iy1, g(t) =
A F(8) + e g(t) = (zo + dyo) (w(t) + v (t)) + (21 + iyr) (r(E) + is(t))
= (zou(t) — yov(t)) + i(wov(t) — you(t)) + (z17(t) — y1s(t)) + i(z1s(t) — yar(t))

r(t) + is(t), entonces

Por lo que

L?Af@)+ug@»azilﬂmmu>—uw@»+i@mw>—mm@»+wxw@»—maw>+uww@>—yw@»ﬁ
:=lmmwﬂ—mdﬂﬂﬂmﬂﬂ—mdﬂﬂ+meﬂ—mwﬂﬂﬂmdﬂ—mﬂmui
:jKWw@—mMm+@ﬂ®—meﬁ
+ilﬁuwar—mmw»+@war—mwwmh

+z‘xo/abv(t)dt—iyo/: ()“951/ Zyo/br

b
=mwwq/w@+mmﬁ+@+wn/<w+m»ﬁ
b b
:)\/ f(t)dt+,u/ g(t)dt

2. Tenemos que si f(t) = u(t) + iv(t) entonces

Re < / b f(t)dt> ~ Re ( / ) + iv(t))dt)
~ Re (/abu(t)dt +i/abv(t)dt>
_ / " u(t)dt

b
=/mew

Im < / b f(t)dt) —Im ( / () + iv(t))dt>
—Im </abu(t)dt —I—i/abv(t)dt>
_ / " o)t

b
— [ s

Tambiém



1.1 Conceptos basicos

3. Podemos escribir / f(t)ydt = re”. Entonces e =% / f(t)dt = r es real, de modo que

f dt‘ Re <e—19 / f(t dt) / Re(e™ " f(t))dt
g%l k”fﬁﬂdt—ul\fﬁﬂﬁ

Definicién 1.3 (Curvas de clase C)

Sea v : |a,b] — C una curva continua. Se dice que ~y es de clase C* por tramos, si existe una particion

a=z9<z1<--<xp=>bdelab] tal queV i e {1,2,...,n} se tiene vy|(x;i_1, x;) es diferenciable y

la restriccion de ' al intervalo (x;—1,x;) tiene una extension continua a [x;—1, ;).

&

Integraremos principalmente a lo largo de curvas que sean de clase C'' por tramos.

Definicion 1.4

Sean A C C un conjunto abierto, f : A — C una funcién continua en Ay vy : [a,b] — A una curva de

clase C* en [a,b]. La integral de f a lo largo de +y se define como
b
[#@dz= [ 6000 d
¥ a

Ejemplo 1.1 Para evaluar / x dz alo largo del arco v mostrado en la figura
¥

Imz

parametrizamos -y por

1+it 0<t<1
(2—t)+i 1<t<2

Entonces

. i 0<t<1
v(t) =
1 1<t<?2

Ahora al integrar sobre cada uno de los intervalos se obtiene

1 2
1
[wae= [Ciars [@-nEna=—; i
Y 0 1 2

yaquez(t)=1len0<t<lyz(t)=2—tenl <t <2
Al escoger una parametrizacion diferente para vy , por ejemplo
1+idlog(t) 1<t<e
(t) = L
2—c+1 e<t<2e

Entonces



1.2 Calculo integral

Ahora al integrar se obtiene

e 2e 1 1
/xdz:/zdt—k/ (2—2)(—> dt = —= +1
el 1t e € & 2

Por lo tanto, la integral es independiente de las dos parametrizaciones de y. M

Ejemplo 1.2 Evaluar / F(v()Y (t)dt donde f(z) = x — iy y y(t) = cos(t) + isen(t) t € [0, 27].
2!
Solucién En este caso

o u(z(t), y(t))='(t) — v(x(t),y(t))y'(t)
o u(x(t),y(t))y'(t) + v(x(t), y(t))='(t)
Por lo que

os(t)(—sen(t)) — cos(t)(—sen(t)) =0
2(t)+sen (t)=1

2w

2T
FOO)Y (D)t = /0 i dt = 2mi

0

Definicion 1.5 (Curva opuesta)

Para una curva -y : [a,b] — C, definimos la curva opuesta — : [a,b] — C como (—v)(t) = v(a+b—1t). Iy

Esta es y recorrida en el sentido opuesto

s

Proposicion 1.1 (Integral de la curva opuesta)

Denotemos por —v la curva que tiene la misma imagen que vy, pero recorrida en sentido contrario.

Entonces
/ f(z)dz = —/f(z) dz
- Y ‘
Demostracion Podemos parametrizar — : [=b,—a] — U, donde —v(t) = v(—t). Entonces
[ s@a=- [ sa@nwa=- [ o =~ [ 1)
— _
en la pendltima igualdad hemos usado el teorema de cambio de variable para la funcién s(t) = —t, e intercam-

biado los limites de la integral.

1.2 Calculo integral

Proposicion 1.2 (Propiedad de la integral)

Sean U C C un conjunto abierto, f : U — C una funcién continua en Uy vy : [a,b] — U una curva C*
en [a,b]. Sean g : U — C otra funcion continua en Uy A\, p € C. Entonces

Az 2))dz = A\ 2)dz 2)dz
/7< £(2) + ng(2)) /j() +u/79() .




1.2 Calculo integral

Demostracion Tenemos que

b
/ (AF(2) + pglz))dz = / (N + ng) (v (D) (1)t

b
- / AF((0)) + g (3 ()Y (1)t

a

b
_ / AF (YO (8) + ng(v (D) (1)) dt

a

b b

= [0so@n @+ [ mhwr o
b b

3 [ @0+ [ 6o @

—)\/f dz+u/g )dz
gl 2l

|
Proposicion 1.3 (Propiedad de la integral)
Para una funcion continua f, y curvas vy; y s se tiene que
[ =+ ]1
Y1t2 7 V2 Py

Demostracion  Sean ~v;[a,b] — Cy y2[b,c] — C, luego v = 71 + 72 : [a,c] — C estd definida como
Y(t) =m(t) sit € [a,b] y y(t) = y2(t) sit € [b, c|. Luego,

/ Fdz = / PO (1)t
Y1+72 a
b b
= [ fa@nwa+ [ oy o

fdz+ | fdz
m V2

|
Ejemplo 1.3 Evalde / z%dz donde 7 es la linea quebrada que une (0, 0) con (1,1) y luego une (1,0) con (1, 1).

v
Solucién Sea v : [0, 2] — C definida como v = 1 + 72, donde
M) =t 0<t<1, ywE)=1+@C—1)i 1<t<2
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Calculando la integral se obtiene

/ 72dz
¥

N

2dz+/ Z2dz
Y2

t2dt + /2[1 — (t—1)% = 2i(t — 1)]idt

—_ =

2
t2dt + / [—t% + 2t — 2ti + 2i]idt
1

1 2
t2dt + / (—t%i + 2ti + 2t — 2)dt
1

/
/
1
-
/
t3
)
1

3

1

3

Proposicion 1.4 (Propiedad de la integral)

1+—t3i+2t2i+2t2 th
! 2 2 .
9 o
— +<—Z+4z~|—4 4) (J+i+1—2>
3 3
4i 20 4
- =249
gty l=g 2

Sean U C C un conjunto abierto, f : U — C una funcién continua en Uy~ : [a,b] — U una curva C*

< / ()] |d2]

En particular, si |f(z)| < M, donde M es una constante, entonces

/ f(z)dz
o
Demostracion En este caso tenemos

:/:m( dt] /\f M@= [ 1710

en [a,b]. Se tiene

f(z)dz
gl

< M -long(7)

Proposicion 1.5 (Propiedad de la integral)

Sean U C C un conjunto abierto, f : U — C una funcién continua en Uy~ : [a,b] — U una curva C*

en [a, b]. Si existe una funcion analitica F : U — C tal que F'(z) = f(z), entonces

b
= F(v(b)) = F(v(a))

En particular, si vy es una curva cerrada, / f(z)dz=0

Demostracion Usamos el teorema fundamental del calculo y la regla de la cadena:

/7 f(2)dz = /abfm f)dt = / Py

/(Fow)d — F(y(b)) - F(x(a))

a
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= Capitulo 1 Problemas para pensar -
1. Sea C el arco del circulo |z| = 2 que estd en el primer cuadrante. Muestre que

dz <7r
241~ 3
C

2. Evalie / z2dz donde 7 es la linea recta que une (0,0) con (1,1)
¥
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